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Breve descricion do contido

Introducir a derivada de Lie tanto de campos de vectores como de
campos de tensores sobre unha variedade diferenciable.

No caso de variedades dotadas dunha estrutura adicional (métrica de
Riemann, estrutura case complexa, etc.) obter as expresions locais das
sdas transformaciéns infinitesimais e estudar algunhas propiedades

das mesmas.
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Resumen

El eje central de este trabajo es la construccién de procesos de derivaciéon sobre va-
riedades diferenciables que sean coherentes y de cardcter general. Estudiaremos dos, uno
basado en la identificaciéon de espacios tangentes a lo largo de las curvas integrales de un
campo de vectores mediante el flujo del campo de vectores (derivada de Lie), y otro que
usa la nocién de transporte paralelo a lo largo de cualquier curva asociado a una conexién
dada para tal identificacion (derivada covariante).

Introducimos la derivada de Lie para campos de tensores, el concepto de transforma-
cion infinitesimal y caracterizamos los campos de vectores que resultan ser una tal trans-
formacién. En el estudio de la derivada covariante analizamos la existencia de conexiones
distinguidas (conexion de Levi-Civita) y contruimos una correcta definicién de caracter

general para la aceleracién de una curva.

Abstract

The main purpose of this work is the construction of two coherent and general derivation
processes over smooth manifolds. The first one is based on the identification of the tangent
spaces along the integral curves of a vector field by means of the associated flow (Lie
Derivative), while the second one uses the notion of parallel transport along arbitrary
curves induced by a connection for the identification (covariant derivative).

We introduce the Lie derivative of tensor fields, the concept of infinitesimal tranforma-
tion as well as their characterization. In the second part, after introducing the covariant
derivative, we analyze the existence of distinguished conections (Levi-Civita conection). As

an application, the acceleration of a curve is analyzed.
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Introduccion

El proceso de derivacién de campos de vectores en R™ hace uso implicito tanto de la
estructura de espacio vectorial como de las coordenadas cartesianas (asociadas a dicha
estructura algebraica) que se corresponden con las coordenadas inducidas por la base ca-
noénica de R™. De hecho, un simple cambio de coordenadas ya da lugar a problemas (que
surgen de la identificacion de espacios tangentes). A modo de ejemplo, considerando la
circuncerencia unidad en coordenadas cartesianas y polares se puede observar que un pro-
ceso “poco cuidadoso'de derivacion conduce inexorablemente a una contradiccion (véase
el Ejemplo . En consecuencia, serd necesario revisar el proceso de derivaciéon sobre
variedades, lo que constituye el objetivo central de este trabajo.

La rafz del proceso de derivacién, que parte del estudio de la variaciéon de un objeto
dado, presenta la dificultad operativa de que los objetos a estudiar se encuentran en espacios
vectoriales distintos y, por lo tanto, serd necesario disponer de alguna herramienta que
permita identificar dichos espacios vectoriales a fin de poder calcular los términos del
cociente incremental de la derivada.

De modo general, fijado un campo de vectores X en la variedad existen dos procedi-
mientos que permiten identificar los espacios vectoriales tangentes a lo largo de las curvas
integrales de X. Uno de ellos (que tan solo depende del campo de vectores X ) esta determi-
nado por el flujo del campo, lo que da lugar a la nocién de derivada de Lie. El otro proceso
se basa en la existencia de un nuevo objeto sobre la variedad, una derivada covariante. La
existencia de una derivada covariante es equivalente a la de un desplazamiento paralelo (a
lo largo de cualquier curva) y, por tanto, da lugar a un nuevo proceso de identificacion.

En primer lugar se estudia la identificacién de espacios tangentes mediante el flujo de
un campo de vectores, estableciendo la derivada de Lie para funciones (que coindice con el
proceso de derivacion usual), para campos de vectores (donde se prueba su relacion con el
producto corchete) y se extiende a campos de tensores. Buscando aquellos campos de vec-
tores que anulan un cierto campo de tensores en la derivada de Lie, se llega al concepto de
transformacion infinitesimal (aquellos campos de vectores para los que las transformaciones

asociadas a su flujo uni-paramétrico mantienen invariante un cierto campo de tensores).

XI
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Considerando el otro proceso de identificacion, se ve que este depende de la conexién
elegida, y por ello se prueba la existencia de conexiones que destacan entre el resto y gozan
de unicidad sobre cierto tipo de variedades, la conocida como conexién de Levi-Civita.
En términos de esta conexién se introduce el concepto de aceleraciéon de una curva y se
muestra de manera explicita como resolver el problema de la derivacién cuando se utilizan

cordenadas diferentes de las cartesianas.

En esta memoria estudiamos ambos procesos, tanto sobre campos de vectores como

sobre campos de tensores. De un modo més preciso, la memoria se estructura como sigue.

En el Capitulo 1 se establece la notacién que se usard en lo que sigue del trabajo;
recordamos nociones bésicas como las de variedad, campo de vectores, flujo o derivacién
vistas en la asignatura de Variedades Diferenciables; e introducimos los conceptos de gru-
pos 1-paramétricos, campos de tensores (que generalizan los campos de vectores ya vistos)
y contracciones. Se enuncian también resultados de interés como la Proposicion [I.5] que
muestra como varian los grupos de transformaciones por un difeomorfismo, o el Corola-
rio que caracteriza los campos de vectores invariantes por un difeomorfismo. En la
parte final del capitulo, introducimos algunos ejemplos especiales de campos de tensores

que serén relevantes para el trabajo.

El Capitulo 2 se centra en la construccién de la derivada de Lie para campos de vectores
y demostracion de la Proposicion 2.2 que nos dice que dado un campos de vectores X sobre
una, variedad diferenciable M, la derivada de Lie LxY coincide con el producto corchete

[X,Y] para cualquier campo de vectores Y sobre M.

En el Capitulo 3 se introduce la derivacidon sobre el dlgebra de campos de tensores
para poder extender la derivada de Lie a estos. En la Proposicién se demuestra que
para estudiar la igualdad de dos derivaciones tinicamente es necesario estudiar su actuacion
sobre funciones y campos de vectores. Se introduce en la Definicién la definicion de
derivada de Lie para campos de tensores y se muestra que es una extensién natural de
la derivada de funciones y de la derivada de Lie (Proposicion . En el resultado que
sigue, Proposiciéon se da una expresion de la derivada de Lie sobre campos de tensores
en funcién de la derivada de Lie sobre campos de vectores. Uno de los resultados maés
interesantes de esta seccién es la caracterizacién de la derivada de Lie como derivacién,
donde en la Proposicion se demuestra que toda derivacién se puede descomponer en
funcién de la derivacién inducida por la derivada de Lie y un campo de tensores de tipo
(1,1).

El Capitulo 4 estd centrado en las transformaciones infinitesimales para campos de
tensores. En el Teorema [.1] se demuestra que un campo de tensores es invariante por

un grupo de transformaciones si y solo si LxK = 0, donde X es el campo de vectores



INTRODUCCION X111

asociado al grupo de transformaciones. Con la igualdad Lix y] = [Lx, Ly] demostrada en
el Lema[d.4] deducimos que el conjunto de transformaciones infinitesimales posee estructura
de élgebra de Lie. El capitulo se cierra con ejemplos de transformaciones infinitesimales
sobre los campos de tensores estudiados en los ejemplos del Capitulo 1. Destacamos que
el conjunto de los campos de vectores de Killing (transformaciones infinitesimales para
tensores métricos en variedades de Riemann) es un algebra de Lie de dimension finita, sin
embargo el dlgebra formada por los campos de vectores Hamiltonianos (transformaciones
infinitesimales en variedades simplécticas) tiene dimension no finita (pues se establece una
equivalencia entre dicho algebra y el espacio de 1-formas cerradas).

El Capitulo 5 esta vertebrado sobre la caracterizacién dada en el Teoremal.5} (i), donde
se prueba la igualdad Lx = dotx + tx od. Es decir, se demuestra que la derivada de Lie
mide en cierto modo la anticonmutatividad de la diferencial interior y exterior (derivaciones
sobre el dlgebra de formas diferenciales que se introdujeron en la asignatura de Variedades
Diferenciables).

En el altimo capitulo abordamos el problema de la derivacién identificando espacios
tangentes a lo largo de curvas arbitrarias mediante el transporte paralelo asociado a una
conexién. La nocién de conexién no es mas que la generalizacién de derivada covariante para
superficies en R™ que se vi6 en la asignatura de Teoria Global de Superficies. Extendemos
aqui la derivada covariante o conexién en una superficie a campos de tensores. Se introduce
el concepto de transporte paralelo sobre una variedad y conexion arbritarias (generalizando
el transporte paralelo en R™ visto en Teoria Global de Superficies). En la Proposicion
se muestra que el transporte paralelo induce un isomorfismo entre los espacios tangentes,
permitiendo su identificacién, lo que posibilita interpretar la derivada covariante asociada a
la conexién como la derivacion en sentido clasico a partir del transporte paralelo, tal como
se muestra en la Proposicién No obstante, el proceso dependera de la conexién escogida,
es por eso que en la Seccién 6.4 se prueba la existencia de una conexiéon distinguida en
el caso de variedades de Riemann, la conexién de Levi-Civita. Se prueba el Teorema [6.13
(Teorema Fundamental de la Geometria de Riemann), que caracteriza dicha conexion de
manera unica. Como aplicaciéon de todos estos conceptos, en la parte final de la memoria
establecemos la nocién de aceleraciéon de una curva mostrando una correcta definicion de

la misma con el uso de la teoria de conexiones.
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Capitulo 1

Introduccion

En este capitulo introduciremos la notacién bésica que sera necesaria para el desarrollo
de la memoria. Haremos especial énfasis en la nocién de campo de vectores y su relacion
con los flujos locales. Ademaés introduciremos los campos de tensores, con especial atencién
a las 1-formas y los campos de tensores de tipo (1,1) y (0,2), donde se encuadran las

estructuras casi complejas y las métricas de Riemann.

1.1. Nociones basicas

Una variedad topoldgica de dimension m es un espacio Hausdorff y localmente euclidiano
de dimensién m. Diremos que la dupla (U, ¢) es una carta sobre la variedad diferenciable
Msip:UCM— U CR" es un homeomorfismo, donde U y U son abiertos.

Dos cartas (U,¢) v (V,1) sobre M son compatibles si, o bien 4 NV = (), o bien los
cambios de cartas 1o~ y o1 ~! son aplicaciones de clase infinito entre abiertos de R™.

Llamamos atlas sobre M a una familia de cartas A = {(Uy, Ya)}aca sobre M verifi-

cando:
1. M == UQEAMO“
2. Sia, B €A, las cartas (Ua, o) ¥ (U, pp) son compatibles.

Un atlas A es atlas completo o mazimal si no estd contenido en ningin otro atlas sobre
M. Una estructura diferenciable no es mas que una clase de equivalencia [A], formada
por todos los atlas compatibles con A.

De esta manera, una variedad diferenciable de dimensién m es un par (M, [A]) donde
M es una variedad topologica de dimension m y [A]s una estructura diferenciable sobre
M.



2 CAPITULO 1. INTRODUCCION

Una derivacion es una funciéon en un algebra que generaliza el comportamiento del
operador de derivacién usual. De modo més preciso, dada un &algebra A sobre un cuerpo
K, una K-derivacion es una aplicacién K-lineal D : A — A que verifica la regla de Leibniz
D(ab) = D(a)b + aD(b). En especial nos interesara el espacio de funciones diferenciables
F(M) sobre una variedad M visto como un R-algebra con las operaciones de funciones
inducidas por las correspondientes operaciones en R.

Fijado un punto p € M, un wvector tangente a M en el punto p es una aplicacion
v : F(M) — R verificando

(i) v es R-lineal, esto es: v(\f + ug) = Av(f) + uv(g),
(ii) v verifica la regla de Leibniz: v(fg) = v(f)g(p) + f(p)v(g)

para cualesquiera f,g € F(M) y \,u € R.
Geométricamente, podemos ver un vector tangente como una clase de equivalencia formada
por todas las curvas diferenciables ¢ : (—¢,€) — M que pasan por p en t = 0 y tienen el
mismo vector velocidad %hzoc.

Llamamos espacio vectorial tangente a M en p al espacio vectorial T, M sobre R formado

por todos los vectores tangentes a M en p dotado de las siguientes operaciones:

(v+w)(f):=v()+wlg),  (A)(f):=Arv(f),

para cualesquiera v,w € T),M y escalares A € R.
Sea (U, (x!,...,2™)) una carta local en la variedad M, donde (z!,...,2") = ¢ no es

mas que un sistema de coordenadas. En cada punto p € U los operadores de derivacion

0
ozt |,

T,M, por lo que constituyen una base de dicho espacio vectorial.

parcial determinan vectores tangentes linealmente independientes que generan todo

La unién disjunta de todos los espacios tangentes en todos los puntos de una va-
riedad dada M constituye el fibrado tangente TM = UpeM T,M. El fibrado tangente
tiene una estructura natural de variedad diferenciable de dimension dimT'M = 2n. Sea
U, (zt,...,2™)) una carta local en M. Entonces cada vector tangente v € T, M se expresa

como v = xi%‘p + -+ xﬁ%‘p con lo que cada elemento & € TM, £ = (p,v) con
1

v € T, M, se parametriza con coordenadas (z",... ;2" 2zt ..., 2"). La proyeccién natural
m:TM — M dada por 7(§) = w(p,v) = p define una submersion de T'M sobre M.

Sea f € F(M) una funciéon diferenciable. Definimos la diferencial de f en el punto
p € M como la aplicacion lineal dfy, : T,M — R dada por df,(v) := v(f) para cada vector
tangente v € T, M. Es inmediato comprobar que df, es una aplicacion lineal (y por tanto

un elemento del espacio vectorial dual Ty M).
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El espacio dual del espacio vectorial tangente, T,y M, recibe el nombre de espacio co-
tangente. Cada parametrizacion local (U, (z',...,2")) induce una base de Ty M dada por
las diferenciales de las funciones coordenadas {dm}), ., dry}. La uni6n disjunta de todos
los espacios cotangentes en todos los puntos de una variedad dada M constituye el fibra-
do cotangente T*M = UpeM Ty M. El fibrado cotangente tiene una estructura natural de
variedad diferenciable de dimensién dim TM = 2n. Sea (U, (z!,...,2™)) una carta local
en M. Entonces cada covector v* € T;M se expresa como v* = acyda?ll, 4+ 4 :cn/dxg
con lo que cada elemento w € T*M, w = (p,v*) con v* € TyM, se parametriza con

coordenadas (x!

yeoo ™ Xy, .,y ). La proyeccion natural m @ T*M — M dada por
m(w) = 7(p,v*) = p define una submersion de T*M sobre M.

Sean M7 y M, variedades diferenciables y F': My — Ms una aplicacién diferenciable.
Entonces para cada funcion diferenciable f € F(Ma), la composicion f o F' determina una
funcion diferenciable f o F € F(My). En cada punto p € M; se define la diferencial de F
en el punto p (o aplicacion lineal tangente en p) como la aplicacion dF, : T,M; — Ty Ma
determinada por dF,(v)(f) := v(f o F'). Se sigue inmediatamente de la definicién que la

diferencial dF}, es una aplicacion lineal.

1.2. Campos de vectores y flujos locales

Existen diversas formas equivalentes de introducir los campos de vectores en una va-

riedad.

Definicion 1.1. Un campo de vectores sobre una variedad diferenciable es una secciéon del

fibrado tangente
X:peMw— X, €T,M,

donde la diferencibilidad del campo de vectores se expresard en términos de la diferencia-
bilidad de la seccién X.

Alternativamente, un campo de vectores diferenciable puede ser definido en términos de
derivaciones, de modo anélogo a como se introdujeron los vectores tangentes. Asi, un campo
de vectores diferenciable es una derivacion D del R-dlgebra de funciones diferenciables
F(M).

Teorema 1.2. [3, Teorema 2.72] Si X es un campo de vectores diferenciable sobre M
entonces la aplicacion Dx : F(M) — F(M) dada por Dx(f) := df (X) es una derivacion
en F(M). Reciprocamente, para cada derivacion D en F(M) existe un unico campo de

vectores diferenciable X sobre M tal que Dx = D.
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Sea (U, (z!,...,2™)) una carta local en M. Entonces % tpEeU— %‘ define un
“ p
campo de vectores local sobre el abierto U de forma que todo campo de vectores X en M se

0

5,7: donde X ¢ son funciones diferenciables

expresa localmente en el abierto U como X = X*

definidas en el abierto U.

Producto de campos de vectores

Interpretando los campos de vectores como derivaciones en el algebra de funciones
F (M), el iterado de dos campos de vectores no es un campo de vectores dado que XY no

es una derivacién puesto que
XY (fh) = X{Y(H)h+ fY(h)} = XY ()R + Y (/)X (h) + X(f)Y (h) + fXY (h).

Sin embargo el anti-simetrizado [X,Y] := XY — Y X si es un campo de vectores, que

llamaremos producto corchete (o producto de Lie) de los campos de vectores X e Y.

Si X = X/0,; yY = Y79, en términos de un sistema de coordenadas (z!,...,z"),
entonces [X, Y] es un campo de vectores cuyas componentes respecto a (z!,...,2") estan
dadas por

QY 0X1) 0
— ) xi _yJ
X, Y] {X Oz Y Ozl } ozt

Bajo el producto corchete, X(M) es un éalgebra de Lie, esto es, [-,-] : X(M)xX(M) — X(M)
es una aplicaciéon bilineal verificando
1. El producto es antisimétrico, i.e., [X,Y] = —[Y, X],

2. El producto verifica la identidad de Jacobi [X,[Y, Z]] + [V, [Z, X]] + [Z,[X, Y]] = 0,

para cualesquiera X, Y, Z € X(M).

Flujos locales y grupos l-paramétricos de transformaciones

Dado un campo de vectores X sobre M, una curva diferenciable ¢ : I C R — M

definida en un intervalo real I, ¢(t) se dice que es una curva integral de X si se verifica

d
—c(t) = X(c(t
elt) = X(e()
para cualquier t € I.
La existencia de soluciones locales para el problema de valores iniciales de ecuaciones
diferenciales garantiza la existencia de curvas integrales c(t) verificando las condiciones
iniciales ¢(0) = p, ¢/(0) = X, para cada punto p € M. En general, dichas curvas integrales

estaran definidas en intervalos I = (—¢,, €,), donde €, > 0 dependera del punto p € M.
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Llamaremos flujo del campo de vectores X a una funciéon

UV:VXMCRxM — M
(t,p) — V(t,p)

de forma que para cada p € M la curva ¥,(T') : V C R — M es una curva integral de X
verificando las condiciones iniciales W,(0) = p y ¥},(0) = X),.

Se dice que el flujo es completo si las curvas integrales de X estan definidas en toda
la recta real, i.e.;, V = R. Si U estd definida en un abierto ¥V x M C R x M, entonces se
dice que ¥ es un flujo local. La equivalencia entre campos de vectores y flujos locales viene

dada por el siguiente resultado

Teorema 1.3. Sea X un campo de wvectores diferenciable y p € M. Entonces existe un
entorno abierto U € M de p, € > 0 y un grupo 1-paramétrico de transformaciones V; tal

que
1. U:(—€,6) xU — es C>;
2. Si|s|,[t],|s +t| <€, yq, ¥i(q) €U entonces ¥s(¥i(q)) = Vsii(q) y Yolg) = ¢;

3. Para cualquier ¢ € U, X, es tangente a la curva ¢ : (—e,€) — U donde c(t) = V(q)
ent=0.

Un grupo 1-paramétrico de transformaciones de M es una aplicacion diferenciable

P:RxM — M

de tal forma que
(i) paracadate R, &, : M — M es una transformacion de M (homeomorfismo en M),
(ii) para cadat,s € Ry cadap e M, ®iy4(p) = P o Ps(p).

Las condiciones anteriores muestran que la aplicacion ® es una accién del grupo aditivo
R sobre la variedad M mediante difeomorfismos (ya que &9 = Id y @, L'— &_, para cada
t € R).

Todo grupo 1-paramétrico determina un campo de vectores X que, en cada punto
p € M es el vector tangente a la curva (t) = ®,(t) en tiempo cero, ie., X, = ©,(0).
Reciprocamente, todo campo de vectores X induce localmente un grupo 1l-paramétrico
de transformaciones (correspondiente al flujo local), tal como nos asegura el siguiente

resultado.
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Proposicion 1.4. [1, Proposition 1.5] Sea X un campo de vectores sobre M. Para cada
punto p € M, existe un entorno U de p, un nimero positivo € y un grupo l-paramétrico de

transformaciones locales @, : U — M, t € I. = (—¢,€), que induce el campo de vectores X .

Un campo de vectores es completo si su flujo es completo, o equivalentemente, si el grupo
1-parameétrico de transformaciones es global, algo que sucede sobre toda variedad compacta
(ver, por ejemplo [II, Proposition 1.6]). Aunque no hemos explicitado las definiciones de flujo
local y grupo 1-paramétrico local, estas son completamente andlogas a sus correspondientes
globales, siempre y cuando las distintas condiciones tengan sentido en funcién del dominio.

Se presentan ahora unos resultados que nos seran de interés en lo que resta del trabajo.

Sea X un campo de vectores en una variedad M y F : M — M una aplicacién
diferenciable. La diferencial de la aplicacion F' transforma X en un objeto F,X que no es
necesariamente un campo de vectores en M (sino mas bien un campo de vectores a lo largo
de la aplicacion). Sin embargo, cuando F sea un difeomorfismo, F,X si es un campo de
vectores en M, por lo que seré interesante relacionar el flujo de F, X con el difeomorfismo
F.

Proposicion 1.5. Sea F': M — M un difeomorfismo de M. Si un campo de vectores X
genera un grupo local 1-paramétrico de tranformaciones locales @y, entonces el campo de

vectores Fi. X genera el grupo de transformaciones dado por b, =Fod,0F 1

Demostracion. Obsérvese en primer lugar que ®; determina un grupo 1-paramétrico de

transformaciones. De hecho,

Dpyy = FodygoF!

= Fodod,0F !

= (Fo®oF Yo (Fod,0oF!)

= $,00,.
Ademaés, para cada punto p € M el campo de vectores X, es el vector tangente a la curva
®;(p) en tiempo t = 0. Denotando por ¢ = F~!(p), se tiene que el campo de vectores
(F.X), = dF,(X,), donde X, € T,M es el vector tangente a la curva ®;(q) = ®,(F~1(p))
en tiempo ¢ = 0. Por tanto, (FLX), es tangente a la curva (F o ®; 0 F~1)(p) = ®;(p) en

t = 0, lo que prueba que d, es el grupo l-paramétrico asociado a F, X. O

Corolario 1.6. Un campo de vectores X es invariante por un difeomorfismo F, es decir,
F.X =X, si sélo si F' conmuta con el flujo de X, 1.e., Fo®, = ®,0F.

Enunciamos ahora un resultado que relaciona los grupos l-paramétricos de X e Y
con el producto corchete [X,Y]; la demostracion del mismo queda relegada hasta que el

desarrollo del trabajo lo permita.
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Proposicion 1.7. Supongamos que X e Y generan los grupos 1-paramétricos @ y Wy,

respectivamente. Entonces oWy = Wy o P, para cualesquiera s y t siy solo si [ X, Y] =0.

1.3. Campos de tensores

1.3.1. 1-formas

Una 1-forma (o covector) en un espacio vectorial V' es un elemento del espacio dual V*,
esto es, una aplicacién lineal v* : V' — R. De modo andlogo a los campos de vectores, una
1-forma en una variedad es una asignacién diferenciable de un covector en cada espacio
tangente. A la hora de formalizar dicha diferenciabilidad se pueden seguir varios caminos
equivalentes.

Una 1-forma o campo de covectores sobre M es una seccién del fibrado cotangente,

w:M — T*(M)
p — (p, Wp)
donde wy, € Ty M.

De otra manera, una 1-forma (diferenciable) puede interpretarse como una aplicacion
F(M)-lineal w : X(M) — F(M) donde w(X) es la funcién diferenciable w(X) : p € M +—
w(X)(p) = wp(Xp), para cualquier campo de vectores X sobre M.

Sea (U, (z!,...,2™)) una carta local en M. Teniendo en cuenta que {dz!,..., dz"} es
una, base local del espacio de 1-formas en cada espacio tangente, la 1-forma w se expresa
localmente como w = wydx! para ciertas funciones wy : U — R diferenciables.

Dada una aplicacion diferenciable entre variedades diferenciables, F' : M — M, para

cada 1-forma @ en M, definimos su “pull-back” como la 1-forma en M, F*@, dada por
(F*0)(X) = Wp(p) (dFpX)

para cualquier X € T),M.

1.3.2. Campos de tensores

Si consideramos un espacio vectorial V', con base {e1,...,e,}, y su espacio dual V*
con base, {e!,...,e"}, y construimos el espacio vectorial producto de r copias de V' y s
copias de V*, es decir T4(V) = V® .7. @V @ V*® .5. @V*, un tensor de tipo (r, s) es un

elemento de dicho espacio vectorial:
K= ’thu.,js“’""”eil ®...6,etR e

Toda base {vy,...,v,} de V induce una base v;, ® - - ®@v;, @ v/ @ - - - @ v’s de Ts" (V)
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Si U,(x',...,2™)) es una carta local, entonces en cada punto p € U se tiene que
@ ® 5% @dr’' @ --- @ dals es una base de Ty (T, M)

ozir

a.
ozl

Observacién 1.8. El espacio de tensores Ts’(V) puede ser interpretado como el espacio
de todas las aplicaciones s-lineales de V x SoxvV 5 R Analogamente, el espacio de
tensores To" (V') puede ser interpretado como el espacio de todas las aplicaciones r-lineales
de V*x - xV* 5 R,

El espacio Ts'(V) es isomorfo de forma natural al espacio de todas las aplicaciones
s-lineales de Vx -+ xV — V. De hecho, cada K € T'(V), que respecto a una base
{e1,...,en} de V se expresa como K = Ilev__,jsi e el ®---®els, se corresponde con una
aplicacion s-lineal K : Vx -7- xV — V determinada por K(ej,....e5) =, IC;'-I.”]-S ei.

De manera anéloga a como introdujimos los fibrados tangente y cotangente, construi-
mos el fibrado tensorial de tipo (r,s) como T(TM) = J,cp To(TpM), donde Tg(1,M)

representa el espacio de tensores de tipo (r, s) sobre el espacio tangente T, M.

Definiciéon 1.9. (Campos de tensores) Un campo de tensores K sobre T,M es una

seccion del fibrado tensorial
K:peM—K,eT,(T,M)

donde la diferencibilidad del campo de tensores se expresard en términos de la diferencia-
bilidad de la secciéon .

Podemos expresar un tensor en funcién de los elementos de una base del espacio vec-

torial, T,M, y de su dual, Ty M, del siguiente modo:
Kp=Kji, j 2" 0y ®...0p @de! @ @ dod®

donde Ile,,,,7jSi1"“”’T son funciones definidas en el abierto coordenado & C M llamadas
componentes de K respecto al sistema de coordenadas (U, (z!,...,2")).

Un campo de tensores K de tipo (0, s) (respectivamente de tipo (1,s)) en M puede ser
visto como una aplicacion s-lineal de X(M)x .5. xX(M) en F(M) (respectivamente en
X(M)) tal que

K(fiXi, .o fsXs) = fioo fsK( X1, Xs)
para cualesquiera f; € F(M) y X; € X(M). Reciprocamente, una tal funcién puede verse
como un campo tensorial de tipo (0, s) (respectivamente (1, s)). De este modo si vemos una
1-forma w como una aplicacion F(M)-lineal definida en el espacio de campos de vectores
X(M) con valores en F(M), w no es més que un campo de tensores de tipo (0, 1).

Por otra parte, un campo de vectores visto como una aplicacion X : F(M) — F(M)
es simplemente un campo de tensores de tipo (1,0). El espacio T)(V') representa el espacio

de funciones sobre M.
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1.3.3. Contracciones

Sea T : V — V un tensor de tipo (1,1). Su traza tr(T) = Ti* es la suma de los
elementos de la diagonal de su expresion matricial. Generalizando esta idea se definen las

contracciones de un tensor de tipo (r, s) del siguiente modo. Sea K € T,"(V') dado por
IC = ,lev'-szil’.“’ireil X... €, X ejl R ® ejs

un campo de tensores de tipo (r, s).
Para cada 1 <i < sy cada 1 < j < r se define la contraccion C;/(K) como el campo

de tensores de tipo (s — 1,7 — 1) expresado en componentes por

~

C(K) = Z]le7...7k...,jsi1,...,k...,ireil R RGO Qe QNR - ReF R+ ® el
k

donde el superindice k aparece en la i-ésima posicién, el subindice k aparece en la posicién

j-ésima y la notacién €, ¥ significa que esos elementos han sido eliminados.

1.3.4. Ejemplos de campos de tensores

A continuacién analizaremos algunos casos especiales de campos de tensores que seran

de importancia a lo largo de esta memoria.

Meétricas de Riemann

Un producto escalar en un espacio vectorial V' es una aplicacién bilineal simétrica y no
degenerada
(,):VxV—=>R

por tanto puede ser interpretada como una forma de tipo (0, 2) que, en una base {vy,...,v,}
de V se expresa como (, ) = a;;v" ® v para una matriz de coeficientes (a;;) simétrica.
Una métrica de Riemann en una variedad es una asignacion (diferenciable) de un
producto escalar definido positivo en cada espacio tangente. Por tanto se corresponde con
un campo de tensores de tipo (0,2) simétrico y definido positivo que, en cada abierto

coordenado (U, (x!,...,2™)) se expresa como
g= gijdxi ® da?

para ciertas funciones diferenciables g;; = g;; definidas en el abierto U.

Toda superficie S en el espacio Euclideo R? hereda de forma natural un producto escalar
en cada espacio tangente mediante la restriccion del producto escalar usual de R3, por lo
que son variedades de Riemann en las que el campo de tensores métrico es la primera forma

fundamental de la superficie.
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Estructuras simplécticas

Un espacio vectorial simpléctico es un par (V,Q) formado por un espacio vectorial y
una forma bilineal antisimétrica no degenerada. Si {vy, ..., v,} es una base de V, entonces
Q= bijvi Avl = cijvi ® vJ para una matriz de coeficientes (¢ij) antisimétrica. Ademas, el
caracter no degenerado de €2 hace que V tenga dimension par.

Una forma simpléctica en una variedad diferenciable de dimensién dim M = 2m es una

2-forma () no degenerada y cerrada, i.e.,
Q" =QA"AQ£0,  dQ=0,

donde d denota el operador diferencial exterior. Respecto a un sistema local de coordea-

nadas (U, (x!,...,2™)) la forma simpléctica se expresa como
Q = Qyda’ © da’

para ciertas funciones diferenciables 2;; = —();; definidas en el abierto U.

Estructuras casi complejas

Una estructura casi compleja sobre una variedad M es un campo de tensores J de tipo
(1,1) verificando J? = —Id. Dicho campo de tensores induce un endomorfismo de cada

espacio tangente J, : T,M — T,M que viene motivado por el producto por la unidad

imaginaria en los complejos (que también verifica i? = —1).

Si M es una variedad compleja parametrizada por coordenadas holomorfas (2!, ..., 2")
con z* = 2% 4 iy*, entonces tiene asociada una estructura casi compleja J definida local-
mente por

o) = o) = oo
Y Y x

El reciproco no es cierto en general, en el sentido que no toda estructura casi-compleja
proviene de una variedad compleja, aunque este anélisis se escapa de los objetivos de este
trabajo.

En un sistema de coordenadas locales (U, (z!,...,2™) la estructura casi-compleja se
expresa como

bl _
J = JKW ® dx’

para ciertas funciones diferenciables J;¢ definidas en el abierto .



Capitulo 2

Derivadas de Lie de campos de

vectores

El objetivo de este capitulo es introducir el concepto de derivada de Lie de campos de
vectores como un paso previo para la derivaciéon de Lie de campos de tensores.

La idea de extender la derivada usual con el objetivo de derivar campos de vectores
Y supondria analizar limites de la forma lim;_,q %[Yp—l-t —Y,]. Ahora bien, dado que los
vectores Y, € TpyM y Y, € T,M no es posible realizar la operacién Y,; — Y}, sin
establecer previamente un isomorfismo que relacione los espacios vectoriales T}, M y T),M.
De hecho, si ¢y : T4+ M — T, M es un isomorfismo de espacios vectoriales, entoces tendria
sentido calcular el limite lim;_,q %[¢h(Yp+t) —Y,]. Ahora bien, en esta situacion el valor del
limite dependera del isomorfismo elegido, por lo que seria deseable disponer de una familia
de isomorfismos intrinseca al proceso de derivacion.

Sea X un campo de vectores en M y denotemos con ®; el grupo 1-paramétrico local
de transformaciones de M. Fijado un punto p € M, ®; induce un isomorfismo entre los

espacios vectoriales T, M y Ty, ,) M a través de su diferencial
(q)t)* : TpM — Tq;t(p)M.

que permite identificar todos los espacios tangentes a lo largo de la curva integral de X
pasando por p con el espacio tangente 7),M mediante la aplicacion (®;); 1 El hecho de
que (Py)4 sea un isomorfismo es consecuencia del Teorema de la Funcién Inversa (ver, por
ejemplo [4, Theorem 5.11|)

Definiciéon 2.1. (Derivada de Lie de campos de vectores)

Sean X e Y campos de vectores sobre M, llamamos derivada de Lie de Y respecto X al

11
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campo de vectores LxY definido por

(LxY)y = lim > [V — (®),Y]

t—0 ¢ P
1
= %g% n Y, — ((I)t)*(q)ft(p))Yst(p)] ’

donde ®; es el grupo 1-paramétrico de transformaciones locales de M determinado por X.

Nuestro primer objetivo es caracterizar la derivada de Lie de campos de vectores en

términos del producto de Lie.

Proposicion 2.2. [1, Proposition 1.9] Sea X un campo de vectores sobre M. Entonces
LxY =[X,Y],
para cualquier campo de vectores Y en M.

Fl siguiente resultado técnico serd importante tanto para demostrar la Proposicién
como para posteriores resultados.

Sea X un campo de vectores en M y p € M tales que X, # 0. Entonces existen

coordenadas locales (U, (z,...,2™)) con p € U de forma que el campo de vectores X se
expresa como X|, = O0,1. Asf pues, en dichas coordenadas el flujo de X estd dado por
Oy(xt, 22, . 2") = (2t +t, 22, .. 2.

Asi para cada f € F(M), la composicion (fo®;)(zt,22,...,2") = f(al+t,22%,..., 2"),

por lo que podemos escribir su polinomio de Taylor

(fo®)(z!, X?,...,2") = f(a!+t2%...,2")

— f(acl, .%'2, o 7$n) + taxlf(.%'l, 1.27 o ,xn) + (términos d.e orden).

superior

La funcién g(¢,p) en el Lema viene dada por el resto del polinomio de Taylor de orden

uno de la funcién f o .

Lema 2.3. [Il Lemma 1] Sea f(t,p) una funcion definida en en I. x M, donde I. = (—e¢, €)
es un intervalo abierto. Si f(0,p) = 0 para cualquier p € M, entonces existe una funcion
g(t,p) definida en I. x M tal que f(t,p) = tg(t,p). Ademds, g(0,p) = 6tf(O D).

Demostracion. Basta tomar g(t, p) fo (ts,p)ds,y asitg(t,p) fO f'(ts,p)tds = f(t,p)

y ademas ¢(t,p) = f( p) para t # 0, por lo que ¢(0,p) = lim;_, f( :2) = f'(0,p). O

Sea X un campo de vectores en M con grupo 1-paramétrico de transformaciones asocia-
do ®;. Para cada funcion diferenciable f € F(M), consideramos la funcion fo®;. Teniendo

en cuenta que ®¢ = Id se tiene que (f o ®;)(0,p) = p para cada punto p € M, por lo que
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aplicando el lema anterior a la funcion fo®;— f, existe una funcién g definida en I, x M tal
que fo®; = f+tg. Ademas ¢g(0,p) = %(f o ®y)

la aplicacién anterior del Lema [2.3

lieo = X (f)p- El siguiente lema formaliza

Lema 2.4. [I, Lemma 2| Sea X un campo de vectores en M con grupo 1-paraméirico de

transformaciones ®,. Para cualquier funcion f en M existe una funcidn gi(p) = g(t,p) tal

que fo®y = f+tg:.

Demostracion de la Proposicion [2.9. Para cada funcion f € F(M), consideramos una fun-
cion g; tal que fo®; = f+1tg: y go = X(f) dada por el Lema[2.4] Sea p € M y denotemos
con p(t) = (@)1 (p) = ®_4(p) la curva obtenida a partir del flujo que pasa por p. Entonces

se tiene
(@)Y )pf = Yy (f 0 @1) = Yy f + Y0 9t

Asi, teniendo en cuenta que F,X(f) = X(fo F) y que X,f = &(f o ®4(p)) se tiene

|t:07

.1 - ,
%g% n Y - (‘bt)*Y]p f= %g]% 7 [Ypf - Yp(t)f] - %gl%y};(t)gt
= X, (Y f) = Yoo = Xp(Y ) = X (1) = [X, Yy,
de donde se sigue que LxY = [X,Y]. O

Corolario 2.5. [I, Corollary 1.10] Sea X un campo de wvectores en M con grupo 1-

paramétrico de transformaciones ®;. Entonces para cada valor de s se tiene
((I)s)* oLx=Lxo ((I)s)* )

o equivalentemente

(®.).1X,Y] = lim T [(8,).Y — (,5).Y]

t—0 ¢t

para cualquier campo de vectores Y en M.

Demostracion. Fijado un valor de s y teniendo en cuenta que los difeomorfismos preservan

el producto corchete, se tiene que
(q)S)*EXY = ((I)S)*[X> Y} = [(‘I)s)*X, ((I)S)*Y]
= [X,(P5).Y] = Lx(D5).Y,

dado que el campo de vectores X es invariante por su flujo (i.e., X = (®,),X) sin méas que

tener en cuenta que ®;0 &, = @4y = &, 0 By, como se mostréd en el Corolario [1.6] O



14 CAPITULO 2. DERIVADAS DE LIE DE CAMPOS DE VECTORES

Corolario 2.6. [I, Corollary 1.11] Supongamos que X y Y generan los grupos locales 1-
paramétricos ®; y Vg, respectivamente. Entonces ®; 0 Wy = Wy 0 Oy para cada s y t st y
sélo si [X,Y] =0.

Demostracion. Si &, 0 Uy = Ug 0 O, para todo s y ¢, entonces Y es invariante por el flujo
de X, @, por el Corolario[1.6] Se sigue entonces de la Proposicion que [X,Y] =0.
Reciprocamente, si [X,Y] = 0, entonces 4 ((®;),Y’) = 0 para cada ¢ sin mas que tener

en cuenta que la derivada de Lie Lx(®s).Y esta dada por

1
Lx(®s)Y = lim— [(Ps)sY — (Py)s 0 (Ps)4Y]
t—0 ¢t
1
= %E}é; ()Y = (Psge):Y]
por lo que
d
S(@).Y,, = —(®,).[X,Y].

De este modo (®¢).Y es constante por lo que Y es invariante para cualquier ®;. Por el

Corolario [1.6] el flujo de Y, ¥y, conmuta con todas las aplicaciones ®;. O



Capitulo 3

Derivada de Lie de campos de

tensores

Definimos T(T'M) = U, 5,—( T5(T'M), el conjunto de todos los campos de tensores de

todos los tipos sobre M. T(T'M) es un algebra sobre R con la multiplicaciéon definida del
siguiente modo: si K, T € T(T'M) entonces (K ® T), = K, ® T, para cualquier p € M.

Derivaciones sobre T(T'M)

Una derivacion en T(TM) es una aplicacion lineal D : T(T'M) — T(T'M) que satisface

las siguientes condiciones

1. D verifica la regla de Leibniz D(K ® T) = D(K) ® T + K ® D(T) para cualesquiera
K, T eX(TM);

2. D conserva el tipo, es decir, D(TL(TM)) C TH(TM);
3. D conmuta con todas las contracciones.

Proposicion 3.1. [I] Dos derivaciones Dy y Dy sobre T(TM) son iguales si y solo si

coinciden al actuar sobre funciones y sobre campos de vectores.

Demostracion. Veamos en primer lugar que las derivaciones D son “operadores locales”,
esto es, si un campo de tensores K se anula en un abierto U, entonces DK se anula en
U. Fijemos un campo de tensores K que se anula en U y sea p € U. Sea f una funcion
verificando f(p) = 0 y tal que f = 1 fuera de U. Entonces se tiene que K = fK y por ser
D una derivacion, DK = (Df)K + f(DK). Como K y f se anulan en p, también lo hace

DK, lo que muestra que DK se anula en el abierto U.

15
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Se sigue entonces que si dos campos de tensores K y K’ coinciden en un abierto U,
entonces DK y DK’ también coinciden en U.

Sea D = Dy — Do la diferencia de las dos derivaciones. Nuestro objetivo serd probar
que si D se anula en F(M) y sobre campos de vectores Y € X(M), entonces se anula en
Z(TM). Veamos en primer lugar que D se anula sobre 1-formas.

Sea Y ®w € T1(M) un campo de tensores de tipo (1, 1). La contraccion C} : T1(M) —
F(M) esta dada por la evaluacién C1(Y ® w) = w(Y). Utilizando el hecho de que la

derivacion conmuta con las contracciones, tenemos
D(ICHY ®w)) = CH(D(Y ®w)) = C1(DY @ w) + CH(Y ® Dw).

Si la derivacion se anula sobre funciones y sobre campos de vectores, entonces se tiene que
D(CHY ®w)) =0y C1(DY ®w) = 0, con lo que de la expresién anterior se obtiene

0=C}H(Y ® Dw) = (Dw)(Y)

para cualqueir campo de vectores Y, lo que muestra que Dw = 0.
Sea K un campo de tensores de tipo (r,s) y p € M un punto arbitrario. Consideremos

un entorno coordenado (U, (z,...,2")) o de p donde el campo de tensores se expresa como
K=Kj. j. " 0y ®...04 @da? @ - @ da?.

Como D es un operador local, basta probar que la derivacion D aplicada a cada sumando
de la expresién anterior de K se anula, lo que se sigue de que D se anule sobre funciones,

campos de vectores y 1-formas. O

Proposicion 3.2. Sea ¢ : Vi — Vo un isomorfismo de espacios vectoriales. Entonces ¢
induce un isomorfismo @ : T(V1) — T(Va) que preserva el tipo de los tensores y conmuta

con las contracciones.

Demostracion. Sea ¢ : Vi — Vo un isomorfismo de espacios vectoriales y sea ¢* : V5 — V[
el isomorfismo inducido entre los espacios duales dado por (¢*v3) : v € Vi — vi(p(Vv)),

para cada v € V5. Considerando el isomorfismo inverso (p*)~1: Vi* — ViF, se tiene que

pR(E) T iel - Vel
u@ vt = ) ® (") v

es un isomorfismo a partir del cual se obtiene el isomorfismo buscado ¢ entre los espacios

de tensores. m
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Recordemos que si F' es una transformacion de M, la aplicacion lineal tangente Fi
induce un isomorfismo entre los espacios vectoriales tangentes Tr-1(,)M y T, M. La Pro-
posicion garantiza que podemos extender el isomorfismo F, a un isomorfismo de las
dlgebras de tensores T(Tp-1(,) M) y T(T, M), que denotaremos por F,. Asi, F es una trans-
formacion en el espacio de campos de tensores T(T'M) que preserva el tipo, i.e., si K es
de tipo (r, s) entonces también lo es FK, v que a cada campo de tensores K le asocia un
campo de tensores FX determinado en cada punto por (ﬁlC)p = F, (Kr-1())-

De este modo, para extender la definicién de la derivada de Lie a campos de tensores
podemos proceder de manera andloga a como hicimos para campos de vectores. Fijado un
campo de vectores X sobre M con grupo 1-paramétrico de transformaciones @, para cada

valor de ¢ consideramos el automorfismo ®; del slgebra T(T'M).

Definiciéon 3.3. (Derivada de Lie de campos de tensores)
Sea X un campo de vectores sobre M. Para cada campo de tensores K definimos la derivada

de Lie de K con respecto X como
.1 =
(LxK)p = %E}% n [le — (2K),p

donde ®; es el grupo 1-paramétrico de transformaciones de M asociado a X.

Observacion 3.4. Sea X un campo de vectores no nulo en M. Sea (U, (z!,...,2")) un
entorno coordenado donde X = 9,1 y, por tanto, el flujo local ®;(z!, 22,... 2") = (2! +
t,z?,...,x"). Sea K un campo de tensores tipo (r,s) que expresamos en la coordenadas
U, (x,...,2™)) como

K=Kj ;0" 0 @...0 @da?* @+ @ da’.
El campo de tensores ®,K viene dado por

i)t’C = ]ejhm’jsil"”’ir 8901-1 X ... Qﬂr ® dz’t XX da?s .

Donde las funciones componentes
Iéjl,._,,jsil""’i’“ (.1,’1, 2., ") = /lev._,,jsil""’i’“ (:r:l N x").
Por tanto LxK = I/C\jl,m,jsil"“’” O0piy @ ... 0, ® At @ -+ ® dacjs, donde
I/C\jl’m’jsil"”’ir = 11’mt*>0 % []Cj17,,.7jsi1""’i" (:L’l, ce ,Sﬂn) — ]thm’jsil’“"i" (:L’l —1,... ,l‘n)]
= 0K,z

por lo que
LxK = Bxllcjl,___,jsil""’“ (9967:1 X ... 8xir ® dz’t (SRR da’s .
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Proposicion 3.5. [1, Proposition 3.2| La derivada de Lie Lx : T(TM) — T(TM) es una
derivacion en T(T'M) y estd caracterizada por Lx f = X f para toda funcion f € F(M) y
LxY = [X,Y] para todo campo de vectores Y en M.

Demostracion. Veamos en primer lugar que Lx : T(T'M) — T(T'M) es un operador lineal.
Sean I, K' € I(TM) y o, € R. Para el campo de tensores ak + SK’, utilizando la

linealidad de las transformaciones E’t, se tiene
Lx(aK +BK"), = limyoL[(ak + BK), — (Bi(ak + K'))p))]
= 1m0 2ok, + (21K)p] + limyg 2B, + (DK),]
= Oz[:X,Cp + 5/:)(/(:;) N

lo que muestra que Lx es lineal.

Por otro lado,

Lx(K®K') =lim - [IC ® K — 0K @ K')]

1 ~ ~
= lim ;[/c B K — (2K) @ (DK")]

t—0
= lim K@ K~ (B1K) @ K] + lim S [(BK) © K — (K) @ (BK)]
= (lim - [K — (BO)]) & K + (@ K) @ (5 K~ ()

= (LxK) @K' + K (LxK').

Dado que ®, preserva el tipo y conmuta con las contracciones (segin se ha mostrado en la
Proposiciéon , asf lo hace Lx. De hecho,

Lx(CIK) = lim- [Cﬂ/c b,(CIK)) = lim ~ [C]IC CI3,K)))

t—0 t t—0 t

= 7 1im - [/c ®,K] = CY (LxK).

t—0 ¢

Finalmente, la acciéon de la derivada de Lie sobre campos de vectores, LxY = [X,Y]

fue probada en la Proposicién y la accién sobre funciones f € F(M) viene dada por

(Cx)p) = lm[f(p) - F(@7p)]

t—0 ¢

= —lim S [£(® ) — F(p)].

t—0 t

Teniendo en cuenta que ®, = ®_, es un grupo 1-paramétrico de transformaciones locales

generado por —X, tenemos que Lxf=—(—-X)f = Xf. O
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Proposicion 3.6. Sea K un campo de tensores de tipo (1,s) sobre M. Entonces

(LxK)(Y1,...,Ys)

LxK(Y1,...,Ys }:me“, Yi,...,Ys)

- [X,IC(Yl,...,Ys)]*ZIC(H,...,[X,Y;],...,%)

para cualesquiera X, Y1, ...,Ys campos de vectores sobre M.
Demostracion. Si interpretamos el campo de vectores K(Y1,...,Ys) € F(M) como el re-
sultado de aplicar las contracciones C1,...,Cs al tensor Y1 ® --- ® Ys ® K, entonces para

cualquier derivacion sobre T(T'M) se tiene
= (1. C(DYi @8 Yy ® K))
=C..0(1 @ @Y, D) +C1...Cs(DV1®---®Y;) ® K)

= (D(K)(Y1,...,Ys +Znnww Y, ..., Ys)
Ahora, si D = Lx, entonces por la, Proposicion se tiene el resultado. O

Observacion 3.7. La expresion de la derivada de Lie en la proposicién anterior sigue sien-
do valida para campos de tensores K de tipo (0,s) sin méas que tener en cuenta que
LxK(Y1,...,Ys) = XK(Y1,...,Ys) por ser K(Y1,...,Ys) € F(M). Asi

(LxK)(Y1,....Y,) = XK(Yi,...,Ys anww Yi,...,Ys)
= XK(,...,Y, anw Yi,...,Ys)
para cualesquiera X, Y7,...,Y; campos de vectores sobre M.

3.1. Caracterizacion de la derivada de Lie como derivacion

La derivada de Lie no solo proporciona una derivacién en el 4lgebra de campos de
tensores T(TM) sino que toda derivacion de dicha algebra puede descomponerse como
suma de una cierta derivada de Lie junto con un campo de tensores de tipo (1,1).

Sea S un campo de tensores de tipo (1,1) sobre M. Asi S, : T,M — T,M es un
endomorfismo del espacio tangente en cada punto p € M, por lo que se puede extender
a un endomorfismo de T(T'M) sin més que considerar en cada punto el endomorfismo
asociado §p cY(T,M) — T(T,M).
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Proposicion 3.8. [1l Proposition 3.3] Toda derivacion D € T(T'M) se puede descomponer

de manera Unica como sigue:

D=Lx+S
donde X es un campo de vectores y S es un campo tensorial de tipo (1,1).

Demostracion. Por ser D una derivacién de T(T'M) entonces preserva el tipo (r,s) de los
distintos campos de tensores. En particular acttia como derivacion tanto sobre funciones
como sobre campos de vectores.

Dado que D : F(M) — F(M) es una derivacion, entonces el Teorema asegura que
existe un tnico campo de vectores X sobre M tal que Df = X f para cada f € F(M).
Ahora D — Lx verifica (D — Lx)f =Df —Lxf=Df — Xf =0y por tanto, denotando
igualmente con S a la restriccion del operador (D — L) al espacio de campos de vectores,

se tiene

S(f&) = D(f§) — Lx () = fDE — fLxS = f(D — Lx)§ = [S5(8),

de donde se sigue que S es un campo de tensores de tipo (1,1) sobre M, de donde se
sigue el resultado. La unicidad en la descomposicién se corresponde con la correspondencia

biyectiva entre derivaciones de funciones y campos de vectores en la variedad. O



Capitulo 4
Transformaciones imfinitesimales

Sea IC un campo de tensores sobre una variedad M. Diremos que un campo de vectores
X sobre M es una transformacion infinitesimal para K si el campo de tensores K es
invariante por el grupo l-paramétrico de transformaciones de X, esto es si E)th =K.

Teniendo en cuenta la definicién de la derivada de Lie, LxK = %; 1 %[IC —®K], se sigue
de forma inmediata que si X es una transformacion infinitesimal de I entonces Lx/C = 0.
El objetivo de este capitulo es probar el resultado reciproco, con lo que se obtiene la

siguiente caracterizacion de las transformaciones infinitesmales.

Teorema 4.1. Un campo de tensores K es invariante por un grupo 1-paramétrico de trans-

formaciones ®; si y solo si LxK =0, donde X es el campo de vectores asociado a Oy.

Sea @, el flujo 1-paramétrico asociado a X y sean @, los endomorfimos inducidos en
el algebra de campos de tensores. Sea K un campo de tensores y consideremos la familia
1-paramétrica de campos de tensores ®,K. Como Pk = IC, si vemos que la aplicacion
t — ®,K es constante entonces ya se tendra que KC es invariante por ®;. Si LxK = 0,
entonces el Lema muestra que se anula la derivada %&)JC |t=s= 0 para cualquier valor
de s, por lo que la funcién <AIStIC serd constante y X una transformacioén infinitesimal.

Observacion 4.2. Sea X un campo de vectores no nulo en M y sea (U, (z',...,2")) un

sistema de coordenadas locales donde X = 9,1. Sea K un campo de tensores de tipo (r, s)
sobre M. Segun se mostré en la Observacion

LxK = 6xlle17___,jS"1""’“ amil ... 8xir (024 d(L‘jl XX dsz.

Asi pues, X es una transformacién infinitesimal de K si y solo si 0,1K;, . "t = 0,

de donde se sigue que .®! campo de tensores K es constante respecto a la coordenada

correspondiente a X".

21
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Lema 4.3. Sea ®; un grupo 1-paramétrico de tranformaciones locales generado por un
campo de vectores X. Sea IC un campo de tensores. Entonces se tiene

d(9,K)

d,(LxK) = — =

|t:s .
para cualquier valor del pardmetro s.

Demostracion. Fijemos un valor de s para el que esta definido el flujo local ® del campo

de vectores X. Tenierlldo en cuenta la expresién de la derivada de Lie de un campo de

tensores, LxK = 711’m —-IK - (TJtIC], para cada campo de tensores &%IC generado por el flujo
—

0t
de X se tiene

~ 1 ~ -~ o~
Lx(B:K) = lim S[B.K — B($.K)]

1 ~ ~
= lfm - [®,K — D K]

t—0 t
— i @,k — Bk = — (@,
= tg%g[ t+s K] = %( ) Ji=s -

Veremos ahora que la derivada de Lie L£x conmuta con los endomorfimos <T>t asociados
al grupo 1-paramétrico de X, i.e., &DS(EXIC) = EX(&)S/C) de donde se seguiré que
d

P, (LxK) = Lx(P,K) = fg(ét/c) li—s,

lo que prueba el resultado.

A continuacién probaremos que CT)S(E xK)=L X(&)le), o equivalentemente
LxK = (D o Lx o ®,)K (4.1)

para todo campo de tensores IC.

Teniendo en cuenta que Lx es una derivacién y las aplicaciones D, preservan el producto
tensor (4 (KOK') = @,(K)RK/+K@®,(K')), se tiene que (®; 1oL xo®) es una derivacion.
En virtud de la Proposicién la derivacién (58_1 o Lx o ) estard completamente
determinada por su actuacién sobre funciones y campos de vectores, por lo que bastara
comprobar que (®; oLy o®,)(f) = X(f) para cualquier f € F(M)y (®;1oLxo®,)(Y) =
[X, Y] para cualquier campo de vectores Y sobre M para asegurar que Lx = &)s_l oLy od s

Recordemos que para cada transformacion @4, como el campo de vectores X es inva-
riante por su flujo, entonces la transformacién inducida d, acttia sobre campos de vectores

Ccomo
(@Y )p = (Po)a g1y Yori(p)y PoX =X

Se sigue del Corolario que para cada campo de vectores Y en M se cumple LxY =

(®s)s1 o Lx o (®s).Y, por lo que ambas derivaciones coinciden sobre campos de vectores.
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Si f € F(M), entonces ®,f = fo®; !, de donde se sigue que
(DLxflp = (DX f)p = Xy, (f)
(Lx®sf)p = X (Dsf)p = Xp(f 0 ®71)
= @ X1 (f 0 O51) = Xy (f 0 @571 0 0®) = Xy ()

de donde se sigue el resultado. 0

El conjunto de transformaciones infinitesimales de un campo de tensores K tiene una
estructura de algebra de Lie con el producto corchete de campos de vectores. Esto es

consecuencia inmediata de la siguiente identidad.

Lema 4.4. [I, Proposition 3.4] Para cualesquiera campos de vectores X e Y se verifica
que
Lixy) = [Lx,Ly].

Demostracion. Sean X, Y campos de vectores en M. Para cada funcion f € F(M) se tiene
que
Lixy)(f) = [XY|(f) =XY(f) - YX(f)
= X[Ly(N]-YI[Lx(f)]
= LxLy(f) = LyLx(f) = [Lx,Ly](f).
Ademiés, si Z es otro campo de vectores en M, entonces se sigue de la identidad de Jacobi
que
LixyiZz = [[X,)Y]], 2] = -[Y, 2], X] - [[2, X],Y]
= XY 2] - [V, [X, Z]]
= Lx|V,Z]-Ly[X,Z|=LyLxZ — LyLxZ =[Lx,Ly|Z.

Como la composicion de derivaciones es una derivacion, se sigue que [Lx, Ly] es una
derivacion que coincide con Lx y) actuando sobre funciones y sobre campos de vectores.
En virtud de la Proposicion [3.1], se tiene que ambas derivaciones coinciden, lo que prueba
el resultado. O

Asi pues, si X e Y son transformaciones infinitesimales de un campo de tensores K,
entonces
Lixy)K = [Lx,Ly]K
= Lx(LyK) — Ly (LK) =0,
por lo que [X, Y] es asimismo una transformacion infinitesimal de K.
A continuacion analizaremos algunos ejemplos de transformaciones infinitesimales que
resultan de importancia en geometria de Riemann, geometria simpléctica y en el estudio

de las estructuras casi-complejas.
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4.1. Transformaciones infinitesimales de un tensor métrico:

campos de vectores de Killing

Sea (M, g) una variedad de Riemann. Una transformacion infinitesimal del tensor mé-

trico g es un campo de vectores X verificando Lxg = 0, donde

(Lxg)(Y,Z) = Lxg(Y,Z)—g(LxY,Z)—g(Y,LxZ)
= Xg(Y,X)—g([X,Y],Z)—g(Y,[X,Z]),

para cualesquiera campos de vectores X, Y sobre M.

Las transformaciones infinitesimales de g reciben el nombre de campos de vectores de
Killing y, de acuerdo con la Observacion [.2] representan las direcciones en las que el tensor
métrico es constante. El algebra de los campos de vectores de Killing sobre una variedad
de Riemann es de dimensién finita < in(n + 1), donde n = dim M. Ademés la dimensién
maéxima en dicho algebra se alcanza tan solo si (M, g) es localmente isométrica a una esfera,
el espacio euclideo o el espacio hiperbélico [I], si bien este estudio se escapa de los objetivos

del trabajo.

4.2. Transformaciones infinitesimales de una estructura casi

compleja: campos de vectores holomorfos

Sea (M, J) una variedad casi compleja. Una transformacion infinitesimal de la estruc-
tura casi compleja J es un campo de vectores X tal que (LxJ)(Y) = LxJY — J(LxY),
i.e.,

[X,JY] = J[X,Y]

para todo campo de vectores Y en M. Equivalentemente el flujo local de M esté dado por
transformaciones casi complejas, es decir (®;).J = J(P¢), para cada t.

Es importante sefialar que si X es una transformacién infinitesimal de J, entonces el
campo de vectores JX no es necesariamente una transformacién infinitesimal de J. De

hecho, eso sucederia si

[JX,JY] = J[JX,Y]

para todo campo de vectores Y en M.

La anulacién del tensor de Nijenhuis

Ny(Y,Z) = [JY,JZ] - J[JY, Z] - J[Y,JZ] - Y, Z]
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es una condicion suficiente para que el dlgebra de transformaciones infinitesimales sea
estable bajo la accién de la estructura J, que es compleja en esta situacion (ver [2]). En

tal caso dicha algebra es compleja y posiblemente de dimensién infinita.

4.3. Transformaciones infinitesimales de una estructura sim-

pléctica: campos de vectores Hamiltonianos

Una transformacion infinitesimal de una variedad simpléctica (M, Q) es un campo de
vectores X en M tal que Lx) = 0, donde

(Lx(Y,2) = XQY,Z) - U[X,Y], Z) - Y, [X, Z]).

Teniendo en cuenta la relaciéon entre la diferencial exterior y la diferencial interior dada
por LxQ = dixQ + 1xdS) (véase Teorema , al ser la 2-forma () cerrada, entonces
dex§2 = 0. En consecuencia tx) es una 1-forma cerrada y, en virtud del Lema de Poincarée
(ver, por ejemplo [4], Theorem 11.11]) es localmente exacta, por lo que existe una funcion
f localmente definida sobre M de forma que 1x$2 = df.

Invirtiendo la discusién anterior, para cada 1-forma 6 en M definimos un campo de
vectores X por tx§) = € y se tiene entonces que si df = d2 = 0, entonces Lx{) =
0. Por tanto existe una equivalencia entre el algebra de transformaciones infinitesimales
simplécticas y el espacio de 1-formas cerradas, por lo que dicha algebra tiene dimension
infinita (ver, emplo [6]).

Un sistema Hamiltoniano en una variedad simpléctica (M, Q) es un campo de vectores
X para el que la diferencial interior ¢ x{) es una 1-forma cerrada y, por tanto, una transfor-
macién infinitesimal simpléctica. Un Hamiltoniano del sistema X es una funcion f definida

sobre M tal que df = vx).
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Capitulo 5

Caracterizacion de la derivada de Lie

de formas diferenciales

Como se vi6 en la Proposicién la derivada de Lie es una derivacion en el dlgebra
de campos de tensores caracterizada por su accioén sobre funciones y campos de vectores
por Lxf=X(f)y LxY =[X,Y].

En este capitulo estudiaremos la derivada de Lie como una derivacion en el espacio de
formas diferenciales, mostrando que es la tinica derivacién de grado cero en dicho espacio
que conmuta con la diferencial exterior (Teorema [5.4)).

Ademas, mostraremos que toda derivacién en el algebra de campos de tensores se
descompone de forma tinica como la derivada de Lie asociada a un campo de vectores y

un campo de tensores de tipo (1,1).

5.1. Derivaciones en el dlgebra de formas diferenciales

FEn el capitulo anterior hemos estudiado la derivada de Lie como derivacién en el espacio
de campos de tensores sobre una variedad.

El producto tensor induce de forma natural un producto en el espacio de formas, por lo
que en esta seccion estudiaremos el comportamiento de la derivada de Lie como derivacion
en dicho espacio. Tras recordar algunos conceptos béasicos de formas diferenciales haremos
especial énfasis en dos derivaciones: la diferencial exterior y la diferencial interior, para
posteriormente relacionarlas con la derivada de Lie.

Recordemos que una k-forma en un espacio vectorial V' es un tensor de tipo (0, k) sobre

V totalmente antisimétrico, i.e., una aplicacién w : Vx .k, xV — R verificando
W(Xr1) - Xrpry) = €(mw(Xy, ..., X))

27
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donde 7 es una permutacion arbitraria de (1,2,...,7) y

1 simes par,
e(m) =< —1 simes impar,

0 sidos indices coinciden.

Denotando con A¥(V) el espacio de las k-formas sobre V, se tiene de forma inmediata
que AY(V) = V*.

La alternacion del producto tensor define un producto en el espacio de formas A(V) =
U1 A(V) definido por

AAT(V) x AS(V) = ATHS(V)
(w,n) = wAn

determinado por

1

(w A 77) (Ul) ) Ur-l—s) = m Z 6(0’)&)(7)0-(1)7 e 7”0(7’)) n(vo(T—i-l)? S 7U0'(T+S))7
o 0€G, 45

donde &, denota las permutaciones de (r + s)-elementos. Se sigue que el producto 'A’
da lugar a una estructura de algebra en el espacio de formas sobre V, de tal forma que si
{v1,...,v,} es una base de V, entonces {vt A --- Av' iy < --- < iz} determina una base
de A*(V).

Generalizando el concepto de forma en un espacio vectorial, un campo de k-formas (o

simplemente una k-forma) en una variedad diferenciable es una seccion del fibrado A*(T'M)

w:M — A¥(TM)
P wy € A¥(T,M).

Diremos que una k-forma w es diferenciable si acttia sobre campos de vectores diferenciables
generando funciones diferenciables en la variedad, o equivalentente si sus componentes en

cualquier sistema coordenado (U, (z!,...,2™)),

W= Wi g dxt A Ada,

vienen dadas por funciones diferenciables w;, . ;, :U — R.
Dado que el espacio de formas es un algebra graduada, consideraremos derivaciones del

mismo y su relacion con el grado de las formas consideradas.

Definiciéon 5.1. Sea M una variedad diferenciable y A(T'M) el espacio de formas diferen-
ciales sobre M. Una derivacion de grado k es un operador lineal en A(T'M) verificando las

dos propiedades
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(i) D verifica una regla de Leibniz: D(w An) = (Dw) An+ w A (Dn), para cualesquiera
w,n € AMTM),y

(ii) D transforma r-formas en (r + k)-formas, i.e., D : A"(TM) — A"TF(TM).
Si, en lugar de la condicion (i), el operador D : A"(TM) — A™*(TM) verifica:

(1) D(wA p) = (Dw) A+ (—1)"w A (Dp) para cualesquiera w,n € A(TM),
entonces diremos que es una antiderivacion de grado k.

Las derivaciones y antiderivaciones en A(T'M) estén caracterizadas por su accion sobre

funciones y 1-formas.

Proposicion 5.2. Una derivacion o una antiderivacion D queda completamente determi-

nada por su efecto sobre funciones f € F(M) y 1-formas w € AY(TM).

A continuacién veremos dos ejemplos conocidos de antiderivaciones de grados 1 y —1

que desempefiaran un papel importante en esta seccién.

La diferencial exterior

Llamamos diferencial exterior a la antiderivacién de grado uno que transforma una
r-forma w = wj, .. i, dxt A -+ Adzt* en la (r+1)-forma dw = dw;, .. i, N dzt A - A date,

El siguiente resultado nos muestra una caracterizaciéon de la diferencial exterior.

Teorema 5.3. [4, Theorem 9.12| Dada una variedad diferenciable M, existe una inica
antiderivacion de grado uno; d: A"(TM) — A" (T M) verificando:

(a) df = df para cada f € F(M)
(b) d(dw) =0 para cada w € A*(TM).

Tal derivacién recibe el nombre de diferencial exterior.

El objetivo de este capitulo es probar el siguiente resultado I, Proposition 3.9]

Teorema 5.4. Para cada campo de vectores X en M, la derivada de Lie Lx es una
derivacion de A(TM) de grado cero que conmuta con la diferencial exterior.
Reciprocamente, cualquier derivacion de A(TM) de grado cero que conmuta con la

diferencial exterior es la derivada de Lie asociada a algin campo de vectores sobre M.

Demostracion. Dado que el producto A’ estd dado como la alternancia del producto tensor

'®’ y, dado que Lx es una derivacion del algebra tensorial, veremos que Lx conmuta con
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el operador de alternancia, de donde se seguird que la derivada de Lie verifica (i) en la
Definicion B.11
Se sigue de la Observacion que para cada r-forma w,

(Lxw) (Y, V) = X (@Y, V) = S w(, ., [X, Vi, Vo),
i
para cualesquiera campos de vectores Y7,...,Y, en M. Asi, paracadaw yn € A(TM) , se

tiene

Lx(wAn)=Lx(Alwen))=A(Lx(wen))
=A(Lxw®n) + Alw® Lxn)
=LxwAn+wALxn.

Para probar que Lx conmuta con d, observamos primero que para cualquier transfor-
macion ¢ de M, dw = (@~ H*w y asf, ® conmuta con d. Sea @, el grupo 1-paramétrico de
transformaciones locales generado por X. Dado que ®;(dw) = d(®w) y de la definicion
de Lxw se sigue la igualdad Lx(dw) = d(Lxw) para cada w € A(T'M).

Reciprocamente, sea D una derivacion de grado 0 sobre A(T'M) que conmuta con la
diferencial exterior d. Dado que D da lugar a una derivacion en el espacio de funciones
F (M), procediendo como en la Proposicion , eixste un tinico campo de vectores X en
M tal que Df = X f para toda f € F(M). Sea D' = D — Lx. Entonces D'f = 0 para
toda funcion f € F(M) y, por tanto, D’ es una derivacion sobre A(T'M).

En virtud de la Proposicion para probar que D’ = 0 basta con probar que D'w =0
para toda 1-forma w. Teniendo en cuenta que D’ es un operador local, es suficiente probar
que D'w = 0 cuando w es de la forma fdh para funciones f,h € F(M). Dado que D y
Lx conmutan con la diferencial exterior entonces también lo hace D'y, teniendo en cuenta
que D'f = 0, se tiene que D' fdh = fD'dh = dD'h = 0. Dado que D’ se anula al actuar

sobre funciones y 1-formas, entonces ha de ser D' = 0, lo que prueba que D = Lx. O

La diferencial interior

Sea X un campo de vectores en M. La aplicacion tx : A¥(TM) — A*=Y(TM) deter-

minada por

(txw)(Xo, ..., Xk) =w(X, Xo, ..., Xg)

para cualesquiera campos de vectores Xo,..., X} sobre M, define una antiderivaciéon de

grado —1 que llamaremos diferencial interior.
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En efecto, tx verifica la condicion (i') pues para w € A", n € A®* y X un campo de

vectores en M, se tiene

tx(WAN(Xay . o, Xpgs) = (WAN(X, Xo, ..oy Xits)
1
= a0 Z E(U)w(va(l)a s 7”0(1")) 77(%(7«+1)a oo vvcr(r+s))

rls!
U€®r+s

1
= sl Z 6(7—)(")(1)‘1'(1)7 s 7”7(7")) n(UT(rJrl)a s 7UT(T’+S))+
' 'T€®(r—1)+s

1
@ Z 6(7’)&2(’(1.,.(1), ) UT(T)) 77(“r(r+1)7 e 7UT(T+S)))
e TE@TJr(s—l)

=1x(W)AN(Xey ..., Xogs) + (=D)"wAx(n)(Xe, ..., Xpts)

en donde en el segundo sumando aparece multiplicando a (—1)" pues para colocar (r + 1)
en la primera posicién son necesarios r movimientos.

Interpretando las funciones como formas de grado cero, se define tx f = 0 para toda
feXx(M).

El objetivo final de esta seccién serd obtener la siguiente identidad que mide la falta
de anti-conmutatividad entre la diferencial exterior y la diferencial interior en términos de

la derivada de Lie.

Teorema 5.5. Sea X un campo de vectores en M. Entonces se verifica
(1) Lx =doix +itxod
(i) [Lx,ty] = tx,y]

para cualquier campo de vectores Y sobre M.

Demostracion. Por ser d y tx antiderivaciones de grados 1 y —1 respectivamente, entonces
dotx +tx od es una derivacién de grado 0.

Ademas d otx + tx od conmuta con la diferencial exterior, ya que
do(dotx +itxod)—(dotx +txod)od=dotxod—-doixod=0,

pues d? = 0. En consecuencia, el Teorema muestra que existe un campo de vectores &
sobre M de forma que L¢ = dotx +tx od. Veremos a continuacion que £ = X. Para cada
funcién f € F(M) se tiene

(doix +exod)(f) =uxod(f) =df(X), Lef =df(s),

de donde se sigue que £ = X, lo que prueba (7).
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Para probar (i), basta observar que [Lx,ty] = Lx oty —ty o Lx es una antiderivacion
de grado —1 y que tanto [Lx, ty] como ¢[x y] se anulan sobre F(M). Por la Proposicién

solo resta ver que ambas antiderivaciones actiian igual sobre cada 1-forma w. Asi,

[Lx,ty|lw=Lxoty(w)—ty oLxw
=Lxw(Y) = (Lxw)(Y)
= Xu(Y) = Xw(Y) + (X, Y]) = w((X,Y]) =ty yye,

de donde se sigue el resultado. O



Capitulo 6

Derivacion covariante

La derivaciéon de Lie se obtiene a partir de la identificaciéon de espacios tangentes por
medio del flujo de un campo de tensores. Existe otro mecanismo de identificacién de espa-
cios tangentes dado por el transporte paralelo asociado a una conexiéon. El objetivo de este
capitulo es presentar este segundo método de derivacién y analizar la relacién existente

entre ambos procesos. Seguiremos mayoritariamente el analisis desarrollado en [3].

6.1. Derivadas covariantes

6.1.1. Derivada covariante de campos de vectores

Del mismo modo que hicimos con la derivada de Lie, comenzamos introduciendo la
derivada covariante sobre campos de vectores para extender después esta definicién a 1-
formas y, por ende, a campos de tensores arbitrarios.

Dada una variedad diferenciable M, una derivada covariante o conexion de Koszul en

M es un operador
D:X(M)xX(M) — X(M)
(X,)Y) — DxY

verificado las siguientes propiedades:
1. D es R-lineal en la segunda componente: Dx (aY; + bY2) = aDxY1 + bDx Y5,
2. D satisface la regla de Leibniz: Dx(fY) = X(f)Y + fDxY,
3. DxY es tensorial en la primera componente: DthX1+h2X2Y =hiDx,Y +hoDx,Y,

para cualesquiera constantes a,b € R y funciones f, hy, he € F(M).

33
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Si X = X0, eY =Y70,; son las expresiones locales en coordenadas (U, (z!,...,2"))
de los campos de vectores X e Y, la expresién en coordenadas del campo de vectores DxY

viene dada por

DxY = X'Dy Y79

T

;= X920, + XY Dy 0,

= X920, + X'YIT},0,r

OYF .y
= {X@axi + X’le“fj} Oy
donde las funciones Ffj :U C M — R determinadas por Dazi 0, = Ffjaxk se denominan

stmbolos de Christoffel de la conexiéon D.

Observacion 6.1. Se sigue de la expresion anterior que, fijado un punto p € M, entonces el

valor (DxY'), tan solo depende del valor en el punto, X, del campo de vectores X y de

los valores del campo de vectores Y a lo largo de la curva integral de X que pasa por p.
En consecuencia, es posible extender la definicién de la derivada covariante a un ope-

rador
D:T,M xX(M) — T,M

(v,Y) — DY
siendo D,Y = (DxY'), para cualquier campo de vectores X en M que extienda al vector
v, esto es, X, = v.
6.1.2. Derivada covariante de campos de tensores

Para definir la derivada covariante sobre campos de tensores, nos interesa extender la
definicion como una derivacion sobre T(T'M). Para ello dicha derivada covariante D debera

verificar las tres propiedades siguientes:
1. D es R-lineal,
2. DIK®S)=D(K)® S+ D® D(S) (regla de Leibniz),
3. D conmuta con las contracciones.

Empezamos obteniendo la expresion de la derivada covariante para 1-formas. Sea w €
AL (V), sabemos que, dado un campo de vectores X, necesariamente Dyw € AY(V). Nos
interesa saber como acttia D xw sobre cualquier campo de vectores Y. Para ello contruimos
el tensor de tipo (1,1) dado por K = Y ® w y consideramos C' la tinica contraccion posible
sobre K. Por la tercera condicién, se debe cumplir que Dx (CK) = C(DxK). Asi,

C(DxK) = C(DX(Y ®w)) = C(ny X w + YwDXw)



6.2. TRANSPORTE PARALELO 35

donde en la ultima igualdad estamos usado la regla de Leibniz. Por tanto, por la conmu-

tatividad con las contracciones se tiene
Dx(CK)=C(DxY ®w+Y ® Dxw) =w(DxY) + (Dxw)Y.

Deducimos de este modo que dado un campo de vectores X y una derivada covariante D,

esta actiia como derivacion en el espacio de 1-formas segin la expresion

(Dxw)(Y) = Dx(CK)—w(DxY)

para cualquier campo de vectores Y € X(M).

De modo general, si tenemos K un campo de tensores de tipo (r,s) sobre M,

K:X(M)x--x X(M) — F(M)
(Xl,...,Xs,wl,...,wT) — K(Xl,...,XS,wl,...,wr)

entonces la derivada covariante Dx K es también un campo de tensores de tipo (r,s)

actuando del siguiente modo
(DXK)(Xl,...,Xs,wl,...,wT) = X{K(Xl, ,Xs,wl,.. . ,wr)]

S
> K(X1,...,DxXi, .., Xg,wi,. . wy)
=1

_ZK(XI;---va;wly---;Dij7---aw7")7
j=1

para cualesquiera campos de vectores Xi,..., X y cualesquiera 1-formas wq,...,w, so-
bre M.

6.2. Transporte paralelo

A fin de introducir el transporte paralelo asociado a una derivada covariante sera ne-
cesario previamente introducir la nocién de campo de vectores a lo largo de una curva y

extender la derivada covariante a dichos campos de vectores.

6.2.1. Campos de vectores a lo largo de una curva

Hemos trabajado hasta ahora con campos de vectores sobre una variedad M o, en
su defecto, sobre algiin entorno local (U, (x!,...,2™)). No obstante a fin de poder dar
significado a la velocidad de una curva y su aceleraciéon, nos interesard también el estudio

de campos de vectores a lo largo de una curva dada sobre M.
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Sea v : I C R — M una curva diferenciable sobre M. Un campo de vectores a lo largo
de v es una aplicacién diferenciable V' : I C R — T'M de forma que V(t) € T, ;)M para
cualquier t € I. Denotamos por X; los campos de vectores a lo largo de la curva . Asi
como hasta ahora los campos de vectores estaban definidos sobre la variedad, un campo
de vectores a lo largo de una curva esta definido sobre el intervalo de definicion de dicha
curva. Podemos escribir V() en términos de la base del espacio tangente a M sobre los
puntos de la curva 7(t):

V(1) = V()0 ((1))-
De este modo la diferenciabilidad de V' (¢) equivale a la diferenciabilidad de las componentes
V(). Dado un campo de vectores a lo largo de una curva V (t), surge de manera natural
preguntarnos si es posible extender V' (¢) a un campo de vectores sobre M. Diremos que
V (t) es extensible si existe un campo de vectores sobre M, V, verificando V(t) = 177(,5) para
todot e l.

Observacion 6.2. Dado un campo de vectores X sobre M, la restriccién del campo a una
curva vy, X ly(t), es un campo de vectores a lo largo de vy trivialmente extensible. No obstante
no todo campo de vectores a lo largo de una curva se puede extender a la variedad.

La velocidad de la curva v, § : t € I C R~ (t) € Ty;)M, es un campo de vectores
a lo largo de v que, en general, no es extensible dado que la curva v puede presentar

auto-intersecciones.

6.2.2. Derivacién de campos de vectores a lo largo de una curva inducida

por una conexiéon

El objetivo de esta seccién es probar el siguiente resultado que nos dice como dada
una derivacién covariante D sobre M y una curva -, la derivada covariante induce una
derivacién sobre X; y, con esto, poder definir cuando un campo de vectores es paralelo a

lo largo de 7.

Teorema 6.3. Sea D una derivada covariante sobre M y ~v : I C R — M una curva
en M. Entonces D determina un dnico operador Dy : Xy — X; wverificando las siguientes

condiciones:

1. Dy es R-lineal, esto es, Di(aV + bW) = aDV + bDW para cualesquiera a,b € R,

2. Dy verifica la regla de Leibniz Dy(f(t)V (t)) = & f(£)V (t)+f(t) DV (t) para cualquiera
funcion f € F(I),

3. SiV es la restriccion a vy de un campo de vectores Y € X(M), entonces se cumple

DV = DypY.
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Demostracion. Consideremos un abierto coordenado (U, (x!,...,2™)) de forma que la
curva 7y se expresa en coordenadas locales como v(t) = (y!(t),...,y"(t)). Asi la velo-
cidad de v es el campo de vectores a lo largo de v dado en coordenadas locales por
At = (1), 37(1) = $(0)0 (1(1).

Sea V(t) = V'(t)0,:(v(t)) un campo de vectores a lo largo de v y supongamos que

existe un operador D; : X; — X; verificando las condiciones del teorema. Entonces se tiene

que
dvk ,
DV = Dy(VF(t)du) = — (00 + VI Dy,
avk - avk oo
= AVITR G =4 ——— /ITk.
0t (t)0pr + AV Fwaxk { L (t) + 'V zg} Ok -

Como vemos D; esta enteramente determinado por ¥, las componentes V7 de campo de
vectores V € X; y los simbolos de Christoffel Ff’j, de donde deducimos la unicidad.

La existencia se deduce del hecho de que podemos cubrir la curva  con cartas coorde-
nadas y definir D,V en cada carta del mismo modo, y por la unicidad probada se garantiza

que dicho operador esta definido sin ambigiiedad. O

Definicion 6.4. Sea M una variedad con una derivada covariante D. Un campo de vectores

V € X; es paralelo a lo largo de v si DV = 0.

La demostracion del Teorema, nos aporta la expresién en coordenadas de D;V, con
la que podemos reescribir la condicion D;V = 0 como 0 = D,V = {%(t) + "yiVijj} Ok

y por tanto es equivalente al sistema de ecuaciones

av* i j k
C (1) = =5 O VIO T (1)),
para cada k = 1,...,n. De esta forma tenemos un sistema de n ecuaciones de primer

orden, lineal y homogéneo; por lo que estd asegurada la existencia y unicidad de soluciones
definidas en todo el intervalo I para el problema de valor inicial dado por cierta condicién
Vi(ty) = a’ para cada i = 1,...,n. Ademas, el conjunto de estas soluciones posee una

estructura de espacio vectorial. Como consecuencia se tiene el siguiente resultado

Teorema 6.5. Dada una curva v : 1 CR — M, tg € I y un vector vg € Ty, \M, existe

un dnico campo de vectores paralelo V(t) a lo largo de ~y verificando V (tg) = vp.

Dicho campo V(t) es lo que llamaremos desplazamiento paralelo de vy € T, M a lo

largo de .
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Dados tg,t1 € I el desplazamiento paralelo nos aporta una identificaciéon entre los

espacios vectoriales T, ;yM y T, ;)M del siguiente modo:

Py DM = Tya)M
v = V(t1>

donde V (t) es el tinico campo de vectores paralelo a lo largo de «y verificando la condiciéon
inicial V(tg) = v. A la aplicacion 773;3 la llamaremos transporte paralelo a lo largo de
desde (o) hasta y(t1).

Proposicion 6.6. La aplicacion 773:5 tTy)M — T4 )M es un isomorfismo de espacios

vectoriales.

Demostracion. Sean v,w € T, )M y denotemos por V (t) y W(t) los campos de vectores
paralelos a lo largo de ~y(t) verificando las condiciones iniciales V (tg) = v, W (tp) = w. Por

tanto el desplazamiento paralelo 773;; verifica
P =V(t), PR (w) = W(t).

Para cada A, 1 € R, el campo de vectores a lo largo de v(¢) dado por AV (t) + pW(t) sigue
siendo paralelo (ya que Dy(AV +puW) = AD,V +uD;W = 0) y por tanto el desplazamiento

paralelo del vector Av + pw estd dado por
TPiy (A pw) = AV (1) + pW (t1) = NPy (v) + 1Py (w)

lo que muestra que 777,% es lineal.

Veamos ahora que 773;3 es inyectiva, de donde se seguird que es un isomorfismo de
espacios vectoriales. Sea v € T, ;)M de forma que 773;3 (v) = 0. Como el desplazamiento
paralelo del vector 0 es justamente 0 para todo t € I, si 0 =7 Pf; (v), por la unicidad del
desplazamiento paralelo necesariamente v = 0. Al ser 77’% una aplicacion lineal e inyectiva

entre espacios vectoriales de igual dimensién es un isomorfismo. O

6.2.3. Expresion de la derivada covariante en términos del transporte

paralelo

Veremos ahora un resultado que relaciona la expresién de la derivada covariante con el
transporte paralelo. Ademas, en la demostracion del mismo se muestra también que dicha
derivada covariante es la derivacion (usual) de una cierta funcion real construida a partir

de la identificaciéon de espacios tangentes por medio del transporte paralelo.
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Proposicion 6.7. Sean X e Y campos de vectores sobre M y~v : I C R — M curva
integral de X wverificando ~(0) = p. Se tiene entonces que

(DxY)p = lim ~ [(7770) "Yom) — Y.

Demostracion. Sea {ei,...,ey} una base de T,M y denotemos por {Ei(t),..., E,(t)} al
conjunto formado por el desplazado paralelo de los vectores {e;}. Dicho conjunto forma,
para cada valor de t € I, una base de T, ;)M en virtud de la Proposicion Noétese
que para cada ¢ € {1,...,n}, F;(t) es el unico campo de vectores paralelo a lo largo de
verificando E;(0) = e;.

Escribiendo el campo de vectores Y, a lo largo de ~(t) en términos de la base
{Er(t), ..., En(t)} como Y,y = >, fu(t)Ex(t) entonces

(P (V) = OPO) T Q WER®) = Y OPH) ™ (fu(h) Ex(?))
k=1

—ka (P (ER() = D fr(t)er .

Utilizando la identificaciéon de espacios vectoriales dada por el desplazamiento paralelo
("P§)~! : TyyM — T,M, construimos una curva de vectores tangentes en Tp,M, Y (1),

dada por

ViteICRe—Y(t):= (P (Yy) € T,M.

Entonces la derivada en tiempo t = 0 de la curva 17(75) esta dada por

lim — ! [(7730) ( v(t)) Y] = %‘t:ef/(t) = %‘t:o(vpé)_l(yﬂr(t))

t—0t
dt‘t Osz ek_z dt’t of’f Jer + fr(t dt’t o€

k=1

7Zdt}t Ofk ka

Por otro lado, dado que Y,(;) es un campo de vectores a lo largo de v(t) y v(t) es curva

integral de X, se verifica

DtY‘tZO - D/'YY‘tZO = D'Y(O)Y = DX(p)Y = (DIY)p7
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y por tanto el valor en el punto p € M de la derivada covariante DxY verifica

DY = Di(Y fe(®)Ew(t) = Y De(fi(t)Ex(1))

k=1 k=1

:E}%ﬁ@ﬂ@+ﬂ@mﬂ@)
k=1

=3 L RED),
k=1

dado que Eg(t) es un campo paralelo a lo largo de v. Por tanto
n n
DiY |,y =D SO)ER(0) = fiO)ex,
k=1 k=1

de donde se sigue que DtY|t:0 = lim;_, %[(V’Pé)_l(Yw(t)) -Y,] = Y'(0). O

6.3. Torsion de una conexion: relacion con la derivada de Lie

Hemos visto pues dos procesos diferentes, pero andlogos en su construccién, para de-
rivar objetos sobre una variedad. En el que ocupa la atencién central de este trabajo, la
derivada de Lie, hemos identificado espacios vectoriales tangentes en diferentes puntos de
la variedad mediante el flujo de un campo de vectores. En el otro proceso determinado
por una derivada covariante (o conexion), identificamos los espacios tangentes mediante el
transporte paralelo asociado a dicha derivada covariante.

Cabe ahora preguntarse pues, si existe alguna relacién entre ambas construcciones. Los
dos operadores coinciden en su actuacién sobre el espacio de funciones F(M), pues ya
vimos en la Proposicion que Lx(f) = X(f) para un campo de vectores X dado y

cualquier f € F(M); y en el caso de la derivada covariante se tiene

(Dx )y = 2|, _o(f o)1) = Xy ()

para todo punto p € M y toda funcion f € F(M), siendo v una curva integral de X
pasando por p € M.

No ocurre lo mismo al considerar la actuaciéon de ambos procesos de derivacién sobre
el espacio de campos de vectores, donde la relacién viene determinada en términos de la

torsion de la conexién, que introducimos a continuacion.

Definiciéon 6.8. Llamamos torsion de una derivada covariante (o conexion) D al campo
de tensores T(X,Y) = DxY — Dy X — [ X, Y] =DxY — Dy X — LxY.
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Observacion 6.9. La torsion de una conexion D es un campo de tensores de tipo (1,2) pues
es una aplicacion T : X(M) x X(M) — X(M) bilineal sobre F(M) pues para X,Y,Z €
X(M)y f.g€FM)

T(fX +9Z,Y) = Dyx1gzY — Dy(fX +9Z) - [fX +9Z,Y].
Utilizando las propiedades de la derivada covariante y del producto corchete, se tiene que

T(fX+hZ)Y) = fDxY+hDzY -Y(f)X — fDyX —Y(h)Z —hDyZ
—[fX +hZY]
= T(X)Y)+hI(X,Y),
lo que prueba la tensorialidad de la torsion en su primer argumento. Para mostrar la

tensorialidad del segundo argumento de la torsién, basta observar que
T(Y,X)=DyX —DxY —[Y,X|=—-(DxY —DyX) - (—[X,Y]) = -T(X,Y),
de donde se sigue que la torsién es antisimétrica y por tanto también tensorial en el segundo
argumento.
Diremos que una derivada covariante D es simétrica (o libre de torsion) si T'(X,Y) = 0.

Proposicion 6.10. Sea D una derivada covariante en una variedad M. Entonces las

siguientes condiciones son equivalentes

1. D es simétrica, esto es T(X,Y) = 0.

2. La derivada covariante actia de forma simétrica sobre campos de vectores coorde-

nados. Esto es, para cualesquiera coordenadas locales (U, (x!,..., z™)) se tiene que

Dg 0y = Dg_; Oyi-
3. Los simbolos de Christoffel asociados a la derivada covariante verifican Ffj = I’;“Z

Demostracion. Supongamos que D es simétrica. Es conocido que el producto corchete de
campos coordenados es nulo, esto es, [0,:,0,] para todo i,j = 1,...,n. De esta forma,

dado que la torsién es nula,

T(0yi, 0p5) = Dazz‘ Oy — Daxj Opi — [89377 a:cﬂ}
=Dp ;0,5 — Do ;0. =0
para cualesquiera 4, j, por lo que Dy | 0y = Dy , Oyi -

Supongamos ahora que D@zzﬁ

i = Dg_; 0y y probemos Ffj = F?Z Recordamos que
Dy ;0,5 = F?Z-@zk, de este modo

0= Dy 0y — Dy ;0 = (T% = T%) 0,
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y por tanto Fk = I‘k

Finalmente, probemos que si Fk = Fk. entonces la conexién es simétrica. Sean X =
X0, yY =Y70,;,
DxY — Dy X = {X(Y*) - Y(X") + X'YT}; - Y XIT};}0,

= {X(Y") - Y(XF) + XYITF = T5)} 0

vy como I‘k — F’“ = (0 por hipotesis,

DxY —DyX = {X(Y*) =Y (X¥)}9,. = [X,Y].

6.4. Meétricas de Riemann: conexiéon de Levi Civita

Recordemos que una métrica de Riemann, g, sobre una variedad M es un campo de
tensores de tipo (0,2) simétrico y definido positivo que, por tanto, induce un producto
escalar definido positivo en cada espacio tangente.

A continuacién analizamos el significado geométrico de la anulacion de la derivada
covariante Dxg(Y,Z) = 0. Esta condicién es equivalente a Xy(Y,Z) = g(DxY,Z) +
g9(Y, Dx Z) para cualesquiera campos de vectores en M, y considerando ~y(¢) una curva
integral de X, es equivalente a que %g(V7 W) = g(D,V,W)+g(V, D,W) para V, W campos

de vectores a lo largo de ~(¢).

Proposicion 6.11. Sea (M, g) una variedad dotada de una métrica de Riemann g. Para
cada campo de vectores X en M se tiene que la derivada covariante Dxg = 0 si y sélo si
el transporte paralelo a lo largo de las curvas integrales de X, TP§ : oM — TyH)M, es

una isometria lineal.

Demostracion. Veremos que 7P§ es una isometria lineal si y solosi 4 g(V, W) = g(D,V, W)+
g(V, DJW) para V,W € X,.

Supongamos pues que el desplazamiento paralelo a lo largo de las curvas integrales de
X, 7P¢, es una isometria. Tomamos {e;} una base ortonormal de T,M y calculamos su
desplazado paralelo a lo largo de ~, {F;(t)}, que por ser 7P una isometria es una base
ortonormal de T',;) M. Si escribimos V(1) = > 7 fe()Ex(t) y W(t) = >20_; hi() E;(D),
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entonces

SO, W©) = o> AOED, Y b (0E (1)
k=1

J=1

_ %( S° Fe(Oh (09(Ex(t), Bi(£)))
k

J=1

= (0 fe0m0)

donde la ultima igualdad se tiene por la ortonormalidad de la base {E;(t)}.

Por otro lado,

9DV, W) = g(Dr Y fi(®)Ei(t), D hi(DE;(0) = 93— Fu()Er(t), Y _ (1) E; (1))
k=1 j=1 k=1 j=1
=3 s (0B ) = S0 felt) i)
k=1 k=1

pues DiEg(t) = 0 por ser campos de vectores paralelos. Procediendo de modo completa-
mente analogo obtenemos que g(V,D,W) ="}, fk(t)(%hk(t)). En consecuencia
d d . d = d
IV (@), W(t) = %(Z fr®)hi(t)) = Z((%fk(t))hj(t)) + Z(fk(t)(%hj(t)))
k=1 k=1 k=1
= g(D:V, W) + g(V, D:W).

Reciprocamente, supongamos que %g(V (), W (t)) = g(D;V,W) + g(V, DiW). Toma-
mos una base ortonormal {e;} de T,M. Su transportado paralelo {E;(t)} es una base de
T, M y probaremos que {E;(t)} es ortonormal, lo que mostraria que el desplazamiento
paralelo es una isometria lineal.

Si probamos que g(E;(t), Ej(t)) es constante para todo t € I, el resultado estaria

probado, pues para t = 0 tenemos la base {e;} que si es ortonormal. Ahora bien,

d

9(Ei(t), E;(t)) = g(DeEi(t), E; (1)) + g(Ei(t), DeEj(t)) = 0

por ser E;(t), Ej(t) campos de vectores paralelos, lo que finaliza la demostracion. O

6.4.1. La conexién de Levi Civita

Nuestro objetivo, en una formulacién general, serd construir una conexién para la que,
dado un campo de tensores K, éste se conserve por transporte paralelo. Como vimos, esto

equivale a buscar D tal que DK = 0.
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Centraremos el estudio en el caso particular en que M es una variedad de Riemann
v g el tensor métrico asociado. Buscamos construir pues una tal conexiéon D verificando
(Dxg)(Y,Z)=Xg(Y,Z)—g(D,Y,Z)—g(Y,DxZ) = 0 para cualesquiera X,Y, Z € X(M).
La solucién a dicho problema viene dada por una familia infinita de conexiones que pueden

describirse a partir de la conexién de Levi Civita obtenida en el siguiente teorema.

Observacion 6.12. Sea D una conexién arbitraria en una variedad de Riemann (M,g) y
denotemos con V la conexion de Levi Civita. Sea S(X,Y) = DxY — VxY la diferencia
entre ambas conexiones. Un célculo sencillo muestra que S es un campo de tensores de

tipo (1,2) y ademaés la conexion D hace paralela a la métrica g si y solo si
9(5(X,Y),2) +9(Y,5(X,2)) =0,

para cualesquiera campos de vectores X, Y, Z. Por tanto las conexiones que hacen paralela
a la métrica estan parametrizadas, partiendo de la conexiéon de Levi Civita, por todos los
campos de tensores S de tipo (1,2) que son anti-autoadjuntos para la métrica g. Ademas,
en esta situacion la torsién de la conexién D viene dada por la componente anti-simétrica

del campo de tensores S
T(X,Y)=DxY —-DyX —[X,)Y]=5(X,Y)-S(Y,X).

Teorema 6.13. (Teorema fundamental de la geometria de Riemann) Sea (M, g)

una variedad de Riemann. Entonces existe una unica conexion V verificando
(i) V hace paralela a la mélrica; esto es Xg(Y,Z) = g(VxY,Z) +g(Y,VxZ),
(it) V es simétrica; es decir VxY — Vy X = [X,Y].

Ademds, tal conexion viene dada por la expresion

29(VxY.Z) = Xg(Y,2)+Yg(X,Z)— Zg(X.Y)
+9([2, X1,Y) +9([2, Y], X) + ¢([X, Y], 2),

para cualesquiera campos de vectores X,Y,Z en M.

Demostracion. Comenzamos probando la expresion (6.1) que determina la conexién V.

Utilizando la condicion Vg = 0, para cualesquiera X,Y, Z € X(M) se tiene
Xg(Y,2) —g(VxY,Z) —g(Y,VxZ) =0

Yg(X7 Z) - g(VYX, Z) _g(X7 VYZ) =0
Zg(X)Y) —g(VzX,Y) —g(X,VzY) =0.
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Sumando las dos primeras igualdades y restando la tercera obtenemos:
0=Xy(Y,2)+Yy(X,Z) - Zy(X,Y) = g(VxY, Z) = g(Vy X, Z) + g(VzX,Y)
Usando ahora la condicion [X,Y] = VxY — Vy X, y despejando obtenemos
29(VxY, 2) =Xg(Y, 2) + Yg(X, Z) — Zg(X,Y)
En consecuencia, cualquier conexiéon que verifique las condiciones del enunciado esta de-
terminada por (6.1)), de donde se sigue la unicidad. Veremos ahora que la expresion (6.1)
define una conexion que verifica las condiciones (i) y (ii) del teorema.

Probaremos ahora que V es una conexiéon. La R-linealidad en la segunda componente
se deduce facilmente de la bilinealidad de la métrica g y de la R-bilinealidad del producto
corchete de campos de vectores. Veamos que se verifica la regla de Leibniz para el producto
por funciones en la segunda componente. Usando que [X, fY] = X(fY) — fY(X) =
X()YY + fIX,Y] para XY € X(M) y f € F(M), deducimos las siguientes igualdades:

29(VxfY,Z) = Xg(fY, Z) + fY9(X,Z) - Zg(X, [Y)
+9(2, X1, 1Y) + 9([2, Y], X) + 9([X, fY], Z)
=X(N)g(Y,2)+ [Xg(Y,Z) + [Yg(X,Z) = Z(f)g(X,Y) — fZg(X,Y)
+ f9(Z2, X].Y) + Z(f)g(X,Y) + f9([Z, Y], X)
+X(HeY, Z + fg([X,Y], Z)
=2fg9(VxY,Z) +2X(f)g(Y,Z) = 29(X(f)Y + fVxY, Z).
Dado que la igualdad se verifica para cualquier Z € X(M), deducimos que Vx fY =
X(f)Y + fVxY. La tensorialidad en la primera componente se obtiene de manera analoga
a partir de la tensorialidad de la métrica g y las propiedades del producto corchete: la
R-bilinealidad y la identidad [fX,hY] = fh[X, Y]+ f(Xh)Y —h(Y [)X

Finalmente comprobaremos que la conexion V definida por (6.1)) es simétrica y hace
paralela a la métrica. Para la condicion de simetria VxY — Vy X = [X,Y] probaremos
equivalentemente que

29(VxY = VyX,Z) = Xg(Y,2) +Yy(X, Z) — Zg(X,Y)
+9(2, X],Y) +9([2,Y], X) + 9([X. Y], Z)
- Yg(X> Z) - Xg(Yv Z) + Zg(Y7X)
- g([Zv Y]aX) - g([Za X],Y) - g([YaXL Z)
= g([X7 Y]v Z) - g([Y7 X],Z) - 29([Xa Y]7Z)7
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de donde se sigue que la torsién de la conexién es cero. El caracter paralelo de la métrica

se obtiene de forma completamente aniloga

20(VxY, Z) +29(Y,VxZ) = Xg(Y, Z) + Yg(X,Z) — Zg(X,Y)
+Xg(Y,Z2) + Zg(X,Y) - Yg(X, Z)
+9(2,X1,Y) + 9([2, Y], X) + ¢([X, Y], Z)
+9([Y; X1, 2) + g([Y, 2], X) + 9([X, 2], Y)
=2Xg(Y, Z).

En consecuencia, la expresion ([6.1)) define una tinica conexion simétrica que hace paralela

a la métrica, lo que finaliza la demostracion. O

La conexién V construida en el teorema anterior recibe el nombre de conezion de Levi

Civita de la variedad Riemanniana (M, g).

Observacion 6.14. La expresion en el Teorema permite obtener los simbolos de
Christoffel de la conexiéon de Levi Civita. Sea (U, (z!,...,2™)) un abierto coordenado de
M y denotemos por g;; = g(0,:,0,,) los coeficientes del tensor métrico g = g;;dz’ ® da’.
Considerando la expresién de los simbolos de Christoffel dados por Vg ;0,5 = Ffj@xk,

obtenemos

QQ(Vaﬂ Ij,axz) = QFZg(axk, (3#) = QFZ gke

para todo ¢ = 1,...,n. Usando ahora la expresion (6.1) y teniendo en cuenta que el

producto corchete de campos coordenados se anula, tenemos

2F7]j€jgké = aa:ig(axj> ace) + axjg(aziﬁ azce) - aa:eg(axlﬁ axﬂ)
= O0yigje + O0pi Gie — O Gij -

Denotando (¢*?) = (gas) ™! la matriz inversa de la matriz de coeficientes de la métrica,
se tiene que gaggﬁT =0y, para o, ,r = 1,...,n. (Notese que la matriz (gopg) es invertible
pues la métrica g es definida positiva). Por tanto, multiplicando la expresion anterior por

¢"", v sumando se tiene
1 n n
510t + 0usgie — Opegishg™ =Y Tiioneg™ =D Tis6,
k=1 k=1

Asi, tenemos la expresion de los simbolos de Christoffel

1
I = 59“‘[%9% + 043 gie — Oyt Gij }- (6.2)
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6.4.2. Aceleracion de una curva

Sea 7 : I C R — M una curva sobre una variedad de Riemann (M, g). Se define la
aceleracion de la curva v(t) como la derivada a lo largo de la curva de la velocidad de la

misma respecto a la conexion de Levi Civita, esto es V7.

Considerando el espacio Fuclideo R™ con la métrica gg determinada por el producto
escalar usual de vectores, su expresién en coordenadas cartesianas (z',...,2") es go =
de' @ de' + -+ + da" ® dz™. Dado que las componentes de la métrica son constantes, se
sigue de que los simbolos de Christoffel son cero.

Sean X,Y campos de vectores en R™. Escribiendo Y = (Y'!,...,y") = Y%9,¢ en la base

de campos coordenados correspondientes a las coordeandas cartesianas se tiene

DxY = {z(Y*) + X'YIT};}0,
= {2(Y")}0p = (X(Y"),...,X(Y™),

que se corresponde con la derivada usual de campos de vectores en R".

Sea ahora y(t) = (x'(t),...,2"(t)) una curva en R™. La velocidad de v es el campo de
vectores a lo largo de () dado por 4(t) = (&(t),...,&"(t)) = i*(t)0,x. La aceleracion de

~ resulta entonces

Vi = {%j:k(t) + &' (t)dT ()T} O,

= (GO}, = ()00 = (1), 5 (1)

con lo que se obtiene la expresién usual 4 para expresar la velocidad de una curva +.

Es importante tener en cuenta que a lo largo del desarrollo anterior hemos hecho uso
implicito de las propiedades de las coordenadas cartesianas de R™, que son las coordena-
das inducidas por la base ortonormal {e;}, donde e; = (0,...,1,...,0). Como veremos
a continuacién esto no es valido incluso en R™ cuando se consideran otros sistemas de

coordenadas.

Ejemplo 6.15. Consideramos la circunferencia unidad en el plano. Si tomamos coor-
denadas cartesianas, (R2, (z!,22)), podemos parametrizar la circunferencia unidad por
a(t) = (cost,sint).
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Z2

De este modo la velocidad y aceleracion de a(t)

vienen dadas por:

I
a(t) = (—sint,cost) = —sintd,1 + costd,z

a(t) = (—cost,—sint) = — costd, — sintd,2

a(t) = (cost,sint)

Si ahora tomamos coordenadas polares, (U, (p,0)) en el abierto U correspondiente al

plano menos el semieje negativo OX incluyendo al origen,

0
parametrizamos la curva (que describe los pun-
tos a distancia uno del origen) como £(t) = (1, 1)
vy asi: p
B(t) = (0,0)
Bt) = (1,1)

Ahora bien, el resultado anterior no es coherente, pues calculando “la aceleracion” con
una cierta parametrizacién en un sistema de coordenadas, la curva siempre posee acele-
racién; y parametrizada en coordenadas diferentes, la misma curva carece de aceleracién
en cualquier instante. Esto muestra que el célculo de la aceleracién simplemente como
derivada segunda de la curva no es un proceso coherente en general.

En lo que sigue detallaremos el calculo de la aceleracion de la curva B(t) (o equivalente-
mente la curva a(t) expresada en coordenadas polares). Para ello en primer lugar hemos de
determinar la expresion de la conexion de Levi Civita en coordenadas polares calculando
los correspondientes simbolos de Christoffel.

El cambio de coordenadas
F: (R27 (pa 0)) — (R27 (xla $2))
(p,0) — (pcosB, psin),

induce una métrica F*g, dada por (F*g)(0, 0g) = 9(Fi0q, Fi03), que no es otra cosa mas

que la métrica Euclidea expresada en coordenadas polares. Un célculo inmediato muestra
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que
F
F.0, = d—(t, 9)‘ = cos 00,1 + sin 0,2,
dt t=p
F
F.0p = C;—t(p,t)‘tze = —psinf0,1 + pcosh0,z.

Asi, la expresion de la métrica Euclidea en coordenadas polares estd dada por

(F*9)(0p,0p) = g(Fs0,, F10,) = cos?0 +sin’0 =1
(F*g)(apv 89) = g(F*amF*aO) =0
(F*9)(0p,0p) = g(Fy0p, Fy0p) = p2 sin? 6 + p2 cos’ 0 = p2.

Por tanto la expresion del tensor métrico resulta go = dp ® dp + p>df @ db, con lo que

en forma matricial tenemos

(10 wiy (10
= (10) e (1 %)

Asf los simbolos de Christoffel vienen dados por:

1
ng - igpp{apgﬂﬂ + OpGpp — Opgpp} = 0

1
sz = 7909{609% + 0p90p — Ongpp} = 0

2
1
FZQ = igpp{apgep + 09 Gpp — apgp6} =0
1 1
Y, = 5909{3;)999 + 009,60 — Ongpo} = p

Ty = %gpp{aegep + O096p — Opgog} = —p
Ty = %999{39999 + Dogoo — Oogoo} = 0.
Ya estamos en condiciones de calcular la aceleracién de S respecto a la conexién de
Levi-Civita. Como S(t) = (0,1) = -
V() = (B0 + F P O (B0)0,(5(1)
T4, (L.0)0,

= —9,(1,1).

de donde se sigue que la aceleracién no se anula para ningtn instante ¢.
Para terminar, comprobaremos que la velocidad y aceleracién de la curva en coorde-

nadas cartesianas y polares se corresponden mediante el cambio de coordenadas, por lo
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que ambos calculos proporcionan resultados equivalentes. Como la curva 8(t) = (F~1o
a)(t), tenemos que B(t) = (F~' o )/ (t) = d(F~ o (@ (1) = (dF(p-1(a@y)) (@' (t) =
(dF30) ™ (o/(1).

Como ya calculamos, la diferencial del cambio de coordenadas viene dada por

cosf —psinf cost —sint
(dF) = ( ) (dF) gt = < )

sinf pcosf sint  cost

y por tanto su inversa

(dF)_l _ 1 <pcos0 psinG) ’ (dF,B(t))_l _ ( cost sint) .
p

—sinf cosf —sint cost

(dF30) " (0 (1)) = ( cost Si“) (‘Si“) = (0,1) = 3(8(1)) = A(2),

—sint cost cost

lo que se corresponde con el célculo que ya habiamos realizado. Ademas, la aceleracion
verifica V;3 = (dFp4)) "'V De hecho,

(AFs)) " (V1t) = ( o Smt) (‘“’”) = (-1,0) = ~3,(5(1)) = Vi

—sint cost —sint

Los célculos anteriores muestran que, a la hora de calcular la aceleracién de una curva,
es necesario considerar la derivada covariante incluso para curvas definidas en el espacio
Euclideo siempre y cuando trabajemos con parametrizaciones distintas de las coordenadas

cartesianas.
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